
บทที่ 4 
อนุภาคภายในกลอง  

  
  
  

ในบทที่ผานมาเราไดศึกษาเกี่ยวกับการพัฒนาและการประยุกตใชสมการชเรดิงเงอร
กับปญหางายๆ มีการตีความหมายของฟงกชันคลื่นออกมาในรูปคาเฉล่ียของตัวดําเนินการ
ตางๆ   ในบทนี้เราจะศึกษาอนุภาคภายในกลอง 

ในบทที่ผานมาเราไดศึกษาเกี่ยวกับการพัฒนาและการประยุกตใชสมการชเรดิงเงอร
กับปญหางายๆ มีการตีความหมายของฟงกชันคลื่นออกมาในรูปคาเฉล่ียของตัวดําเนินการ
ตางๆ   ในบทนี้เราจะศึกษาอนุภาคภายในกลอง 

  
4.1 การอธิบายไอเกนฟงกชัน  4.1 การอธิบายไอเกนฟงกชัน  
  
 เราจะเริ่มจากฟงกชันคลื่น   เราจะเริ่มจากฟงกชันคลื่น        แลวอธิบายการเคลื่อนที่ของอนุภาคมวล   
ภายใตศักย V(r) จากฟงกชันคลื่นที่ไดเราจะอธิบายคุณสมบัติตางๆของอนุภาคโดยอาศัยหลัก
ความไมแนนอน 

ψ ( ; )r t m

 
ตัวแปรพลศาสตรเปนตวัดําเนินการ  

 
 อันดับแรกเราจะตั้งสมมติฐานวา     ตัวแปรที่เก่ียวของกับการเคลื่อนที่ของอนุภาค
สามารถแทนดวยตัวดําเนินการเชิงเสน เชน  สําหรับโมเมนตัม   r  สําหรับตําแหนง   
ตัวดําเนินการแตละตัวจะมี  ความสัมพันธกับสมการคาไอเกน  เชน ตัวดําเนินการ  อาจ
สัมพันธตามสมการ       

∇− ηi

Ω

μ μ μν ω νΩ =  
 

 เม่ือ  คือไอเกนฟงกชันของ   ซึ่งสอดคลองกับคาไอเกนของ  สมมติฐานขอที่สองคา
หน่ึงหรือหลายๆคาของคาไอเกน  เปนผลจากการวัดของตัวแปรซึ่งแทนดวย  คาไอเกน
ของตัวดําเนินการทุกชนิดตองเปนคาจริง 

μν Ω μω

μω Ω
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 การกระจายไอเกนฟงกชนั 
 
 สมมติวามีฟงกชันคลื่น ที่กระจายในเทอมของไอเกนฟงกชัน   ของตัว
ดําเนินการ  เราตีความหมายตามหลักทางสถิติวา  ของแตละอนุภาควาจะมีลักษณะ
ที่ขึ้นกับเวลาหรือขึ้นกับตําแหนง เราวัดตัวแปรของการเคลื่อนที่ไดโดยมี  Ω  เปนตัวแทนของ
แตละอนุภาค  สมมติฐานขอที่สาม จํานวนที่วัดไดของคาไอเกน  จะเปนสัดสวนกับกําลัง
สองของสัมประสิทธิ์ของ  ซึ่งเปนสมมติฐานของ  บอรน  ที่แสดงความสัมพันธของฟงกชัน
ความนาจะเปนกับตัวแปรของการเคลื่อนที่ใดๆที่เรามีเพียงคาไอเกน   ก็อธิบายอนุภาคที่
สอดคลองกับไอเกนฟงกชัน  

ψ ( ; )r t μν

Ω ψ ( ; )r t

μω

μν

μω

μν

 
ตัวดําเนินการผลรวมพลังงาน 
 
 จากหลักความไมแนนอน การวัดพลังงานรวมที่ถูกตองสามารถทําไดเม่ือพลังงานศักย

ไมขึ้นกับเวลาเทาน้ัน ดังน้ันตัวดําเนินการ  จะเทากับตัวดําเนินการของ

พลังงานรวม   ที่เปนไอเกนฟงกชันของ   ที่ไมขึ้นกับเวลา  จะไดวา  

2
2 ( )

2
V r

m
− ∇ +
h

t
i
∂
∂

η ( )u r

 
2

2 ( ) ( ) ( )
2 E EV r u r Eu r
m

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

h  

 
เม่ือไอเกนฟงกชันสอดคลองกับคาไอเกน 

 
4.2  การนอรแมลไลซอนุภาคภายในกลอง 
 

เราจะพิจารณาคุณสมบัติของอนุภาคที่อยูในกลองที่มีปริมาตรจํากัด โดยคิดวาผนัง
กลองเปน จะทําใหฟงกชันคลื่นที่ผนังกลองมีคาเปนศูนย คาไอเกนที่ไดจะมีคาไมตอเน่ือง 
พิจารณากลอง 1 มิติ โดยผนังอยูที่  x = 0 ; x = L    อนุภาคเคลื่อนที่อิสระภายในกลอง 
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( 0) ( )E Ex x L 0ψ ψ= = = =  

คําตอบจะอยูในรูป 
2 / 2 /i mEx i mEx

E Ae Beψ −= +h h  
 
อาศัยเง่ือนไขขอบเขตจะได 

A + B = 0                   ;B = -A 
 
และ 

2 / 2 / 0i mEx i mExAe Be−+ =h h  
 

 
จะได   0/2sin =ηLmE

 
 

             πnLmE =h/2sin   n = 0,1,2,…. 
   

                                       
2 2 2

2
22n Lm L

n nE Eπ= =h  

 
                    

L
xn

LE

πψ sin2
=  

 
ที่สถานะพื้น  n = L 
                     

L
x

LE

πψ sin2
1
=  

 
 
                      2 2 23

21

10
2 2m L m LE π −

= =
h

2
          เอิรก 
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ถากลองเปน 3 มิติ   ดานทั้งสามยาว L1,   L2,   L3    ใหมุมใดมุมหนึ่งของกลองอยูที่จุด
กําเนิด  สมมติวาศักยสามารถเขียนอยูในรูป     V(r) = V1(x) + V2(y) + V3(z) 
 
สมการชเรอดิงเงอรจะอยูในรูป 
 

2 2 2 2 2 2

1 2 32 2 2( ) ( ) ( )
2 2 2 EV x V y V z E
m x m x m x

ψ
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ ⎪− + + − + + − + =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

h h h  

 
คําตอบอยูในรูป 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

( , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

E E E E

E E E

x y z x y z

x x x

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

=

=
 

 
2 2

2 ( ) ( ) ( )
2 i i Ei i Ei iV x x E x
m x

ψ ψ
⎡ ⎤∂
− + =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

h  ;   E =E1 + E2 + E3 

 
    Eψ  เทากับศูนยทกุดานของผนัง 
 

                        31 2

1 2

8 sin sin sinE
n zn x n y

V L L L3

ππ πψ =  

 
เม่ือ    V = L1L2L3  =  ปริมาตรของกลอง 
 

     
22 22

1 2 32
n n n

m L L L
π π π⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎢ ⎥Ε = + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

h  

                             
1 2 3n n n=Ε
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สําหรับกลองลูกบาศกแตละดานยาว L 
 

1 2 3

2 2
2 2 2

1 2 32 ( )
2n n n n n n
mL
π

Ε = + +
h  

 
ที่สถานะพื้น  1 2n n n= = 3

   

     
2 2

0 2

3
2mL

π
Ε =

h  

 
สําหรับสถานะกระตุนที่หนึ่งจะแตกตวัเปนสามระดับ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2, 1, 1
1, 2, 1
1, 1, 2

n n n
n n n
n n n

= = =
= = =
= = =

 

ซึ่งมีพลังงานเทากันคือ                
2 2

02

6 2
2mL

π
= Ε

h

      n1     n2     n3         สภาพซอนสถานะ 
  6E0    441,414,144   3 
       
          17E0/3            322,232,223   3 
       
 14E0/3     321,312,231,213,123,132 6 
  4E0    2,2,2    1 
 11E0/3     311,131,113   3  
  3E0    221,212,122   3 
  2E0    211,121,112   3 
  E0    111    1 
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กรณีพิเศษ สําหรับกลองลูกบาศก ถาเง่ือนไขขอบเขตเปนชนิดเปนคาบ ซึ่ง    มีคา
เทากันสําหรับผนังที่อยูดานตรงขาม ในกรณีนี้   

Eψ

  

[ ]1 exp 2 ( 1 2 3 ) /E i n x n y n z L
V

ψ π= + +  

 

เม่ือ        
1 2 3

2 2
2 2 2

1 2 32

2 ( )
2n n n n n n
mL
π

Ε = Ε = + +
h

 
 
โดยการคํานวณจํานวนสเตท     N(E)    ที่มีพลังงานนอยกวาหรือเทากับ   E   จะสามารถหา
ความหนาแนนของสเตทได 
 

        ( )3 2

2 2

2
( )

4
m

E Vρ
π

= Ε
h

 

 
 
4.3 ออรโทนอรแมลของไอเกนฟงกชันพลังงาน 

 

อินทิกรัลของ     จะหาคาไดในทุกๆกรณีสําหรับเซตของฟงกชันไอเกน

ที่มีคาไมตอเน่ืองและหาไดสําหรับทุกๆกรณีของฟงกชันไอเกนที่นอรแมลไลซแลว    
( )

2 3
EU r dr∫

ในกลองที่มีปริมาตรจํากัดเราสามารถเลือกสัมประสิทธิ์ของU ได  เราจะแสดงใหเห็นวา
ฟงกชันไอเกนที่สอดคลองกับคาไอเกนสองคาที่แตกตางกัน เปน  E และ   ผลคูณของตัว
หนึ่งกับคอนจูเกตของอีกตัวหนึ่งจะมีคาเทากับศูนย 

E

E′
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เรามี      ที่เขากับสมการ    ( )*

EU r

 

   ( ) ( )
2

2 *( )
2 E EV r U r EU r
m

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

h *   ----------------------------(1) 

 
จากสมการ 

     ( ) ( )
2

2 ( )
2 E EV r U r EU r
m

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

h   ----------------------------(2) 

 
คูณ (1) ดวย    และคูณ  (2) ดวย     ไมคิด   V(r)   ให (2) – (1)    EU *

EU

แลวอินทิเกรตจะได 

    ( ) ( )
2

* 2 2 * 3 * 3

2 E E E E E EU U U U d r E E U U d r
m

− ∇ − ∇ = −∫ ∫
h  

 
ใชทฤษฎีบทของกรีนเปลี่ยนอินทิกรัลดานซาย 
 

     
( ) ( )

( )

* 2 2 * 3 * * 3

* *

.

.

E E E E E E E E

E E E E

U U U U d r U U U U d r

U U U U dA

∇ − ∇ = ∇ ∇ − ∇

= ∇ ∇ − ∇

∫ ∫
∫

 

        
ทั้งน้ีจากเง่ือนไขที่วา ฟงกชันคลื่นที่อยูตรงขามมีคาเทากันทําใหอินทิกรัลดานขวามือมี

คาเปนศูนยถา  จะไดวา และ เปนออรโทโกนอล  EE ≠ EU EU

 
คาไอเกนของพลังงานจะเกิดสภาพซอนสถานะ (degenerate)  เม่ือมีฟงกชันไอเกน ที่

เปนอิสระเชิงเสนตอกันตั้งแตสองหรือมากกวา    u1  ,u2  ,u3  ,….    ที่มีพลังงานเทากัน  
การรวม ออรโทโกนอล เชิงเสนของสภาพซอนสถานะของฟงกชันไอเกนมีหลายวิธี   เชนให    
ua = a1u1 + a2u2     เปน ออรโทโกนอล ของ  u1  โดยการเลือก  a1  และ  a2      ที่ทําให 
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* 3

1 21
2 3

2 1

U U d ra
a U d r

= − ∫
∫

 

 
    u   

a
ยังคงเปนฟงกชันไอเกนของพลังงาน   ที่มีคาไอเกน  E    ฟงกชันไอเกนของพลังงาน

ทุกๆคาสามารถทําใหเปน ออรโทโกนอลซ่ึงกันและกันไดแมวาคาไอเกนบางคาจะ สภาพซอน
สถานะ 
 
 เซตของฟงกชันไอเกนซึ่ง  นอรแมลไลซและออรโทโกนอล ซึ่งกันและกันเรียกวา  
orthogonal  เซตของฟงกชันไอเกน  เราแทนเซตของออรโทโกนอลของฟงกชันไอเกนของ
พลังงานที่ สภาพซอนสถานะดวยความสัมพันธ   
 

 * 3
1 2 EEU U d r δ=∫  

 
เม่ือ       เปนสัญลักษณโครเนกเกอร  (Kronecker) EEδ

                   มีคาเทากับ  1   เม่ือ     EE =

มีคาเทากับ  0   เม่ือ                       EE ≠

 
ถามี  สภาพซอนสถานะ สมการความสัมพันธจะกลายเปน 
 

* 3( ) ( )ES ES EE ssU r U r d r δ δ=∫  
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4.4 ปริภูมิของสเตทที่ไมตอเนื่องและตอเนื่อง(Discrete and continuous state 
space) 
 

เซตของเคท  (kets) ที่มีคาไมตอเน่ือง       จะออรโทนอรมอลถา

เปนไปตามความสัมพันธ 
{ }, 1, 2,3....iu i =

 

i j iu u jδ=  

 
เซตของเคท ที่มีคาตอเน่ือง          จะออรโทนอรแมลถาเปนไป

ตามความสัมพันธ 
{ }1,w l lα α< < 2

( )w wα α δ α α= −  
 

เซตของเคทประกอบดวยมูลฐาน (basis)  ของสถานะปริภูมิสเตท e  ถาทุกๆ เคท  ที่มีอยู
ใน  e  มีการกระจายชนิดเดียวกันบนเคทเหลาน้ี 

ψ

 

i i
i

c uψ =∑  

 
กรณีตอเน่ือง                 ( )c w dαψ α α= ∫
 
เซตของเคทซึ่งออรโทนอรมอลจะประกอบดวยมูลฐานถาเปนไปตามความสัมพันธแบบปด  
(closure relation) 

1i j
i

u u =∑  

 
กรณีตอเน่ือง            1w w dα α α =∫
 
เม่ือ  1 เปนตวัดําเนินการเอกลักษณ 
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4.5 ตัวแทนตัวดําเนนิการ (Representation) 
 

คือการเลือกออรโทนอรมอลเบสิกในปริภูมิสเตท 
 
1. ตัวแทนของเคทและบรา 

 
สําหรับมูลฐานที่มีคาไมตอเน่ือง        จะแทนเคท     ดวยเซตของจํานวน   { }iu ψ

i ic u ψ=  

1

2

.

.

.

i

c
c

c =  

 
บรา(bra)   แทนดวยเซตของจํานวน    ซึ่งเปนสังยุคเชิงซอนของ

องคประกอบของเคท  
φ *

ib φ= iu

φ

            * * * *
1 2 3 .....ib b b b⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

 
*

i i
i

b cφ ψ =∑  

 
2. ตัวแทนของตัวดําเนินงาน 

สําหรับมูลฐานที่ไมตอเน่ือง     แทนตัวดําเนินการดวยจํานวน   { }iu ij i jA u A u

ซึ่งสามารถเขียนในรูปเมตริกซสี่เหลี่ยมจตุรัสวา 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

.....

..

.....

..

..

21

22221

11211

AAA

AAA
AAA

A
ijii

j

j

ij
 

 

                                                                                                                  PH 661 76 



 
สําหรับมูลฐานแบบตอเน่ือง    เราแทน    ดวย  ฟงกชันที่มี 2 ตัวแปร { }wα A

 
( , ) w A wα αα α =  

 
ความหมายของไอเกนฟงกชันพลงังาน 
 
เราสามารถแสดงวา   E  เปนคาจริง  จากสมการ 
 

2
2 ( ) ( ) ( )

2 E Ev r u r Eu r
m

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

h  

 
คูณทั้งสองขางของสมการดวย     แลวอินทิเกรตถา    เปน นอรแมลไลซ 

แลว  จะได 

*( )Eu r Eu

 
2

2* 2 3 3( )
2 E E EE u u d r v r u
m

= − ∇ +∫ ∫
h d r  

 

                               21
2

p v
m

= < > + < >  

 
ซึ่ง  V  เปนคาจริง  สวนเทอมแรกจะแสดงวาเปนคาจริงโดย 
 

( )* 2 3 * 3 *.E E E E E E
A n

u u d r u u d r u u dA− ∇ = ∇ ∇ − ∇∫ ∫ ∫  

 
ซึ่งเทอมแรกเปนคาจริง สวนอินทิกรัลเชิงผิวในเทอมที่สองจะเปนศูนยเพราะเง่ือนไขฟงกชัน
คลื่นที่ผนังกลองและจะไดวา    เปนคาบวกเสมอ 2p
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4.6 การกระจายของไอเกนฟงกชันของพลังงาน  
 

ถาเรามีฟงกชันคลื่นใดๆ    ที่ไมขึ้นกับเวลา เปนฟงกชันที่เปนคาบและ )(rψ

นอรแมลไลซแลวเราจะไดวา 
 

∑=
A

EE
rr uA )()(ψ  

 

โดยที่    ไมขึ้นกับ  r   และหาไดโดยคูณทั้งสองขางของสมการดวย  u    AE E

*

แลวอินทิเกรต 
 

* *3( ) ( ) ( ) ( )E E EE E E
E E

r r d r r ru u u EEA A Aψ δ= = =∑ ∑∫ ∫  

 
 
คุณสมบัติปด (the closure property) 
 
เม่ือแทนคา   ลงในสมการ   AE ∑=

E
EE

rr uA )()(ψ

 
จะไดวา                 * 3( ) ( ) ( ) ( )

E E
E

r r r d ru u rψ ψ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ ∫

 
จัดสมการใหม 

 
             ( )* 3( ) ( ) ( ) ( )

E E
E

r r r r du u rψ ψ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫  

 
อินทิกรัลในวงเล็บจะมีคาเปนศูนยนอกเสยีจากวา  r = r 
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ดังนั้นจะไดวา 
 

  ∑   ,r = r =
E

EE
rr uu 0)()(*

* 3( ) ( ) 1
E E

E

r r d ru u =∑∫  

 
ถาอินทิเกรตรวมเอาที่จุด   r = r  ดวนคุณสมบัติดังกลาวเรียกวา  คุณสมบัติปดของเซตของ
ออรโทกอนอลของฟงกชัน   )(ru E

 
ตัวอยาง 4.1     จงแสดงวา ถา เซตออรโทนอรมอลตอเนื่ง  { |  >} เปนไปตาม
ความสัมพันธปด  เซตน้ีจะประกอบดวยมูลฐาน 

wα

 
วิธีทํา  กําหนดให  | > = 1| > = ∫ | > < | > dα ψ ψ wα wα ψ

 
ให  C(α) = < | >  จะไดวา          . wα ψ

 
|ψ > = ∫ C(α)| wα >dα 

 
จะเห็นไดวา  เคท ใดๆ  | >  สามารถเขียนในรูปการกระจายของ  |wα>  ด้ังน้ันเราจะพิสูจน
วา  การกระจายนี้จะมีวิธีเดียว เราสมมติวามีการกระจาย  2   แบบ 

ψ

 
|ψ > = ∫ C(α)| wα >dα 

และ 
|ψ > = ∫ C’(α)| wα >dα 

ลบกัน 
∫ [C(α) - C’(α)] | wα >dα  =  0 
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คูณดวย  <wα’| 
 

∫ [C(α) - C’(α)] < wα ’| wα >dα  =  0 
 
อาศัย  ความสัมพันธออรโทนอรมอลจะได 

 
∫ [C(α) - C’(α)] δ(α-α’) dα  =  0 

หมายความวา     
                             C(α) - C’(α)  =  0 
 
                             C(α) = C’(α’)   
 
การกระจาย เคท| >  ในรูป  {| >} จึงมีวิธีเดียว ψ wα

 
ตัวอยาง 4.2  สําหรับ มูลฐาน{|ui>} ถาตัวดําเนินการ  A และ B  แทนดวยเมทริกซ ( Aij)  และ  
(Bij)  เคท| >  แทนดวย  ci และ บรา แทนดวย  bi*   ψ

 ก) จงหา ตัวดําเนินการ AB ในรูปเมทริกซ   
 ข) จงหา  A|ψ > 

 
วิธีทํา ก)   จาก  (AB)ij  =  <Ui|AB|Uj>  =  <Ui|A1B|Uj> 
            อาศัย  closure  relation 
                   (AB)ij  =  Σ<Ui|A|Uj>  <Ui|B|Uj>  =  Σ AikBkj 
 

 ข) โดยนิยาม  ket A|ψ >  แทนดวยจํานวน 
อาศัย  ความสัมพันธปด ระหวาง  A และ | > ψ

              Ci’  =  < Ui|A1|ψ >  =  Σ <Ui|A|Uj> <Uj|ψ >  =  Σ Aij Cj 
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4.7 ฟงกชันความนาจะเปนและคาคาดหมาย 

(Probability function and expectation value) 

คาไอเกนของพลังงานจะบอกคาที่เปนไปไดของพลังงานรวมและเปนความนาจะเปนที่
จะพบอนุภาคพลังงาน E  องอนุภาคที่อธิบายโดยฟงกชันคลื่น    ถาเรากําหนดความ
นาจะเปนของพลังงาน   

)(r
ρ

ψ
2( ) Ep E A=

 
เราจะเห็นวาผลรวมของ  P(E)  มีคาเปน 1 

  * 3 *( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E E

E E

3P E r r d r ru uψ ψ=∑ ∑ ∫ ∫ r d r

3

 

      =  ** 3( ) ( ) ( ) ( )E E
E

r r r r d rd ru uψ ψ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫∫

      = 2 3( ) 1r d rψ =∫  

ดวยเหตทุี่    ถูกนอรมอลไลซ คาที่อยูในวงเลบ็จะมีคาเปน 1 ψ

 
เรายังสามารถคํานวณคาคาดหมายของพลังงานจากฟงกชันความนาจะเปนได 

   * * 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E E

E E

E E P E E r r r r d ru uψ ψ= =∑ ∑ ∫ ∫   

 

ถาเราแทน     จากสมการ )(* rE u E

    
2

* 2( ) ( ) ( )
2EE r V r r

mu ⎡ ⎤
= − ∇ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

h *

Eu  ลงในอินทิกรัลแรกของสมการ 

แลวอินทิเกรตทีละสวน  2 คร้ัง   
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2

* *3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2E E

3E r r d r r V r r d r
mu uψ ψ

⎡ ⎤
= − ∇ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

h  

      = 
2

* 2 3( ) ( ) ( )
2E

r V r
mu ψ

⎡ ⎤
− ∇ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
h r d r  

จะได 

     
2

* 2 3 *( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2E E

E

3E r V r r d r r r d r
mu uψ ψ

⎡ ⎤
= ∇ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∫ ∫

h  

 

         
2

** 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 E E

E

r V r r r r d rd r
m u uψ ψ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= − ∇ +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎣⎣ ⎦⎩ ⎭
∑∫∫

h 3 3

⎦
 

 

          
2

* 2( ) ( ) ( )
2

r V r
m

ψ ψ
⎡ ⎤

= − ∇ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
h 3r d r  

 
แสดงใหเห็นวา คาคาดหมายของตัวดําเนินการสามารถคํานวณไดโดยการแทรกตัวดําเนิน  
การระหวาง       กับ       )(

*
rψ )(rψ

 
 
ผลเฉลยทัว่ไปของสมการชเรอดิงเงอร 

ถาพลังงานศักย  V(r)  ไมขึ้นกับเวลา  เราเขียนฟงกชันคลื่นที่เวลาใดๆได        เรา
กระจาย     ในฟงกชันไอเกนพลังงาน ในกรณีสัมประสิทธิ์ของการกระจายขึ้นอยูกับ
เวลา 

),( trψ

                                 ∑=
E

EE
tttr uA )()(),(ψ     

เม่ือ                               * 3( ) ( ) ( , )E E
t r r tuA ψ= d r∫
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แทนคา    ลงในสมการคลืน่จะได ),( trψ

 
               ∑ ∑==

∂
∂

E E
EEEE

rEtt
dt
dri

t
i uAAu )()()()(ηη

ψ  

 
                        )()( tEt

dt
di AA EE

=η  

 

ดังนั้น                         η/)(exp)()( tt 00AA tiEt −−=
EE

 

สังเกตวา       เปนคาคงที ่)()( 0)(
22

tAtA EEEP ==

 

ดังนั้นถา    ที่เวลา  t = t0   เปนคําตอบทีเ่วลา  t   ใดๆ   จะได ),( trψ

  

                  ∑ −−=
E

EE
rtiEtr uttA )(]/)()[exp(),(

00
ηψ

 

เม่ือ         * 3
00

( ) ( ) ( , )E E
r r t d rt uA ψ ′= ∫

 

หรือ         '3
0

'/)('* ),(])()([),( 0 rdtrerurutr ttiE
E

E
E ψψ η−−∫∑=
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แบบฝกหัดบทที่ 4 
 

1.จงหาพลังงานของอิเล็กตรอนในสภาวะพื้นซ่ึงอยูภายในกลองที่มีดานเทากันทุกดาน 
    แตละดานมีขนาดเทาเสนผาศูนยกลางของอะตอม (0.3nm) 
 

2.ฟงกชัน   เปนฟงกชันไอเกนของตัวดําเนินการ ( 2
0 1 2

11, , 3 1
2

x xΦ = Φ = Φ = − )

( )21d dx
dx dx

θ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

ภายในชอง    1 1x− ≤ ≤

ก) จงหาคาไอเกน 
ข) จงตรวจสอบภาวะออรโทโกนอล 
ค) จงนอรแมลไลซฟงกชันเหลาน้ี 
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