
 

บทที่  1 
การวิเคราะหเชิงตัวเลข 

 
 

ปจจุบันคอมพิวเตอรเขามามีบทบาทที่สําคัญตอชวีิตประจําวันของมนุษยมากมาย
หลายดาน   การนําคอมพิวเตอรมาชวยแกปญหาทางฟสิกสทําใหการเรียนรูฟสกิสแขนงใหม
กาวหนาอยางรวดเร็วและมีประสิทธิภาพ  การศึกษาระบบไมใชเชิงเสนจะไมสามารถกระทําได
เลยถาไมมีคอมพิวเตอรที่มีความเร็วสูงและมีประสทิธภิาพในการคํานวณ    ในบทนี้จะกลาวถึง
การนําคอมพิวเตอรมาชวยแกปญหาทางฟสิกสที่นักศกึษาคุนเคยกอน  คือ  การตกของวตัถุ
อยางอิสระภายใตแรงดึงดูดของโลก  นักศึกษาจะไดทบทวนการคาํนวณโดยอาศัยทฤษฎีทาง
ฟสิกสด้ังเดิม  จากน้ันนักศึกษาจะไดเรียนรูวิธีการวิเคราะหเชิงตวัเลข(numerical analysis)ใน
การแกปญหาเดียวกัน  แลวนําผลลัพธทีไ่ดมาเปรียบเทียบกัน 
 

1.1  การตกอยางอิสระของวัตถุ  (Freely falling objects)   
วัตถุที่ตกอยางอิสระหมายถึงวัตถทุี่เคลื่อนที่อยางอิสระภายใตแรงดึงดูดของโลกอยาง

เดียว  โดยไมคํานึงถึงการเคลื่อนที่เริ่มตน  วัตถุอาจจะถูกปลอยตกจากมือ  หรือขวางขึน้
ขางบนก็ได  จากกฎขอที่สองของนิวตัน  จะได 

 

dt
dv  = 

m
F      (1.1) 

 
เม่ือ  v  เปนความเร็ว  (เมตร/วินาที) 
       t  เปนเวลา  (วินาที) 
 
 สมมุติวา  มีแรงตานทานของอากาศในทิศขึ้นมีคาเทากับ  Fair  และแรงเนื่องจากแรง
โนมถวงเทากับ  Fgrav  ดังนั้น  แรงลัพธ  (F)   
 
   F = Fgrav  -  Fair 
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สมมุติวา  แรงตานของอากาศแปรตามความเร็วของวตัถุ   
 

Fair = kv 
 
เม่ือ  k =  คาคงที่เรียกวาสมัประสิทธิข์องความตานทาน 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
จากสมการ  (1.1)  จะได 

dt
dv  = 

m
cvmg −      

= g - v
m
c      (1.2) 

 
สมการ  (1.2)  เปนสมการดิฟเฟอเรนเชียล  ซึ่งจากคณิตศาสตร  จะมีผลเฉลยคอื   
 

v(t) = 
c

gm (1 – e-(c/m)t )   (1.3) 
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ตัวอยางที่ 1.1  นักโดดรมมวล 68.1 กิโลกรัม กระโดดจากลูกบอลลูนที่หยุดน่ิง  จงคํานวณหา
ความเร็วของนักโดดรมหลังจากเวลาผานไป  กําหนดใหสัมประสทิธิ์ของความตานทานเทากับ  
12.5  กิโลกรัม/วินาที 

 
วิธีทํา   จากสมการ  (1.3) แทนคาที่โจทยกําหนดให 

         v(t)  = 
c

gm (1 – e-(c/m)t )    

( ) ( )( )12.5 68.19.8 68.1
( ) 1

12.5
tv t e−= −  

 
                                       ( )0.18355( ) 53.39 1 tv t e−= −  

 
แทนคา  t  เปนวินาที  จะได 
 

t  (วินาท)ี v  (เมตร/วินาที) 
0 
2 
4 
6 
8 
10 
12 

Μ 
∞ 

0.00 
16.40 
27.77 
35.64 
41.10 
44.87 
47.49 

Μ 
53.39 

 
 
 ความเร็วเม่ือ  t  มีคามากเรียกวา  ความเร็วเทอรมินัล  (terminal velocity)  จะมี
คาคงที่  เพราะ ณ เวลาน้ีแรงเนื่องจากแรงดึงดูดของโลกจะเทากับแรงตานจากอากาศ  ทําให
แรงลัพธเทากับศูนย  นักกระโดดรมจึงเคลื่อนที่โดยไมมีความเรง  ซึ่งก็คือมีความเร็วคงที ่
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รูปที่  1.2  ความเร็วของนักกระโดดรมที่เวลาใด ๆ  คํานวณจากผลเฉลยจริง  (exact  
solution)                                                                             
 
 

กราฟระหวางความเร็วของนักกระโดดรมที่เวลาตาง ๆ  เขียนกราฟโดยใชโปรแกรม  
sigma plot  แสดงในรูปที ่  1.2  จะสังเกตเห็นวาเม่ือ  t  มีคามาก  ความเร็วจะมีคาคงที่ที่  
53.39  เมตร/วินาที  สมการ  (1.3)  มีชื่อเรียกวาผลเฉลยวิเคราะห  (analytical solution)  หรือ
ผลเฉลยแทจรงิ  (exact solution)  เพราะวาเปนผลเฉลยทีไ่ดจากการแกสมการดิฟเฟอเรน
เชียล  อยางไรก็ตาม  ยังมีสมการทางคณิตศาสตรอีกมากมายซ่ึงไมสามารถแกสมการได
โดยตรงเชนน้ี  จะตองใชวธิีการวิเคราะหเชิงตวัเลขมาชวยในการประมาณคาผลเฉลยของ
สมการ 
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1.2 การวิเคราะหเชิงตัวเลข  (numerical analysis) 
 

การเปลี่ยนแปลงของความเร็ว  สามารถประมาณคาไดดวยสมการ 
 

    
dt
dv   ≅ 

t
v

Δ
Δ  =  ( ) ( )

ii

ii

tt
tvtv

−
−

+

+

1

1   (1.4) 

 

เม่ือ  Δv  และ  Δt  เปนการเปลี่ยนแปลงของความเรว็ในชวงเวลา  Δt 
 V(ti)    =  ความเร็วที่เวลาเริ่มตน  ti 
 V(ti+1)  =  ความเร็วที่เวลาผานไป  ti+1 
 
สมการ  (1.4)  เปนการประมาณคาเดอริเวทีฟดวยวธิี  finite divided difference 
แทนลงในสมการ  (1.2)  จะได 
 

( ) ( )
ii

ii

tt
tvtv

−
−

+

+

1

1   =  g - ( )itv
m
c  

 
จัดรูปสมการใหม  จะได 

(1( ) ( ) ( )i i i i
cv t v t g v t t t
m+

⎡ ⎤ )1 i+= + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
    (1.5) 

 
วิธีการวิเคราะหเชิงตัวเลขสามารถกระทําไดโดยกําหนดคาเร่ิมตนของความเร็วที่เวลา  

ti  กอน  (v(ti))  แลวแทนลงในสมการ  (1.5)  จะไดความเร็วที่เวลา  ti+1(v(ti+1))  นําคา  v(ti+1)  
ที่ไดแทนลงในสมการ  (1.5)  อีกคร้ังหน่ึง  จะไดความเร็วที่เวลา  ti+2( v(ti+2))  ทําซํ้าเชนน้ีไป
เรื่อย ๆ  จะไดความเร็วที่เวลา  t  ตาง ๆ  เขียนวธิีการเชนน้ีในรูกสมการไดวา 

 
คาใหม  =  คาเกา + ความชัน  x  ชวงขัน้ 

 
วิธีการเชนน้ีเรียกวา  วิธีออยเลอร  (Euler’s method) 
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ตัวอยางที ่1.2  จงคํานวณความเร็วของนักกระโดดรมที่เวลา  t ใด ๆ  ตามตัวอยาง  1.1  โดย
ใชวธิีการวเิคราะหเชิงตวัเลข  โดยใชสมการ  (1.5)  กําหนดใหชวงขั้นเทากับ  2  วินาที  
 
วิธีทํา    ที่เวลาเริ่มตน   (ti = 0)  ความเร็วของนักกระโดดรมเทากับ  0  (v(ti) = 0)  แทนลงใน
สมการ  (1.5)  โดยใช  ti+1 = 2  วินาที  จะได 

 

( )12.50 9.8 0 2 19.6 /
68.1

v m⎡ ⎤= + − =⎢ ⎥⎣ ⎦
s  

 
แทนคา  v = 19.60  เมตร/วินาที  ลงในสมการ  (1.5)  อีกคร้ังหนึ่ง  จะได 
 

( )12.519.6 9.8 19.6 2 32 /
68.1

v m⎡ ⎤= + − =⎢ ⎥⎣ ⎦
s  

ทําเชนน้ีหลาย ๆ  ครั้ง  จะไดความเรว็ของนักกระโดดรมที่เวลา  t  ใด ๆ  ดังแสดงในตาราง
ตอไปน้ี 

t  (วินาท)ี v  (เมตร/วินาที) 
0 
2 
4 
6 
8 
10 
12 

Μ 
∞ 

0.00 
19.60 
32.00 
39.85 
44.82 
47.97 
49.96 

Μ 
53.39 

 
เม่ือนําคาในตารางมาเขียนกราฟ  จะไดกราฟดังรูปที่  1.3  ซึ่งเม่ือ  t  มีคามาก  

ความเร็วจะมีคาคงที่ที่  53.39  เมตร/วินาที  ตรงกับการคํานวณจากผลเฉลยจริง   
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รูปที่  1.3  ความเร็วของนักกระโดดรมที่เวลาใด ๆ  คํานวณจากการวิเคราะหเชิงตัวเลข   

        (numerical solution)  กราฟระหวางความเร็วของนักกระโดดรม 
 
เม่ือเปรียบเทยีบคาที่ไดจากการคํานวณโดยตรงกับคาที่ไดจากการคํานวณโดยวิธี

วิเคราะหเชิงตัวเลขจะพบวา  ความเร็วของวัตถุทีเ่วลา  t  ใด ๆ  มีคาใกลเคียงกนั  ดังแสดงใน
กราฟรูปที่  1.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  1.4  เปรียบเทียบความเร็วจากการวิเคราะหเชิงตัวเลขและคาที่แทจริง 
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ความเร็วของนักกระโดดรมคํานวณโดยวธิีวิเคราะหเชิงตัวเลข  จะขึน้กับชวงเวลา  Δt  

เม่ือ  Δt  มีคามาก  ความเร็วที่คํานวณไดจะแตกตางจากคาที่แทจริงมากกวาเม่ือ  Δt  มีคา

นอย  รูปที่  1.5  แสดงคาความเร็วเม่ือ  Δt  =  0.5, 1  และ  2  วินาที  จะเห็นไดวา  เม่ือ t  

นอยกวา  20  วินาที  ความเร็วจะมีคาขึน้กับ  Δt  แตเม่ือ  t  มากกวา  20  วินาที  ความเร็ว

จะมีคาเทากันไมวา  Δt  จะมีคาเทาไร  และมีคาเทากับความเร็วเทอรมินัล 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่  1.5  ความเร็วของนักกระโดดรม  คํานวณโดยวิธวีิเคราะหเชิงตัวเลข  โดยใช 

       Δt  =  0.5, Δt  = 1  และ  Δt  = 2  วนิาที 
 
 
             โปรแกรมภาษาฟอรแทรนตอไปน้ี  คํานวณความเร็วของนักกระโดดรม  โดยวิธีการ

วิเคราะหเชิงตัวเลข  โดยใชชวงเวลา  Δt  = 0.5, Δt  = 1  และ  Δt  = 2  วินาที   
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         PROGRAM VELANA 
         REAL VR,VA,ER,T,DT 
         VR= 0. 
         DT= 4. 
         ER= 0. 
         DO 10 I=1,3 
           T = 0. 
           VA= 0. 
           DT = DT/2. 
           WRITE(*,*)'    DT =',DT,' SEC.' 
           WRITE(6,100) 
100        FORMAT(5X,'Times(sec.)',5X,'V real', 
     +          12X,'VA',11X,'% ERROR') 
             DO 20 N=1,6 
               T = T+DT 
               VR= 53.39*(1.-EXP(-0.18355*T)) 
               VA= VA+((9.81-12.5*VA/68.1)*DT) 
               ER= (VA-VR)*100/VA 
               WRITE(6,200) T,VR,VA,ER 
200            FORMAT(F10.1,6F16.2) 
20           CONTINUE 
10       CONTINUE 
         STOP 
         END 

 
เอาทพุทจากโปรแกรม  VELANA  คือ 
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เม่ือเปรียบเทยีบกับความเรว็ที่แทจริง  จะเห็นไดวาความเร็วจากวิธีการวิเคราะหเชิงตวัเลข  

เม่ือใช  Δt  = 0.5  วินาที  มีคาใกลกับความเร็วที่แทจริงมากที่สุด 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

รูปที่  1.6  เปรียบเทียบความเร็วของนักกระโดดรม  คํานวณโดยวิธวีิเคราะหเชิงตัวเลขโดยใช   

     Δt  ตาง ๆ  กันกับคาที่แทจริง 
 

1.3 ภาษาคอมพิวเตอร 
 
 คอมพิวเตอรจะทํางานตามคําส่ังที่ไดรับ  การเขียนคําส่ังหรือเขียนโปรแกรมจะตอง
เขียนดวยภาษาคอมพิวเตอร  ซึ่งมีกฎเกณฑและวธิีการเขียนที่แนนอน  ภาษาคอมพิวเตอรมี
วิวัฒนาการมาโดยลําดับ  โดยแบงออกเปน  ภาษาเครื่อง  (Machine language)  
ภาษาแอสเซมบลี  (Assembly language)  ซึ่งเปนภาษาชั้นต่ํา  (Low level language)  และ
ภาษาชั้นสูง  (High level language)  เชน  ภาษาเบสิก  (Basic), พาสคาล  (Pascal),  โคบอล  
(Cobol),  ฟอรแทรน  (Fortran)  และภาษาซี  (C)  เปนตน  สําหรับตัวอยางในตําราเลมน้ี  จะ
เขียนดวยภาษาฟอรแทรน  ซึ่งเปนภาษาที่ถกูออกแบบมาสําหรับงานคํานวณทางดาน
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 ปจจุบันมีโปรแกรมประยุกตที่ใชในการคาํนวณทางดานวิทยาศาสตรหลายโปรแกรม
ดวยกัน  ซึ่งนักศึกษาสามารถใชงานไดงายกวาการเขียนดปรแกรมดวยภาษาฟอรแทรน  เชน  
MATLAB,  Mathematica, Mathcad  และ  Maple  ซึ่งเปนโปรแกรมประยุกต  มีประสิทธิภาพ
ในการคํานวณสูง  และยังมีความสามารถในการเขียนกราฟ  ซึ่งทําใหนักศึกษาเขาใจระบบที่
ทําการศึกษาไดดียิ่งขึ้น  นอกจากน้ันนักศึกษาอาจใชโปรแกรม  Excel  ชวยในการเก็บและ
วิเคราะหขอมูล  หรือใชโปรแกรม  Sigma Plot  เพ่ือใชในการเขียนกราฟ  ซึ่งทั้งสองโปรแกรม
ยังมีโมดุลยอยชวยในการวเิคราะหทางสถิติไดดวย  อยางไรก็ตามการศึกษาการแกปญหาทาง
ฟสิกส  โดยเริ่มตนจากการเขียนโปรแกรมดวยภาษาฟอรแทรนจะทําใหนักศึกษาเขาใจวธิี
การศึกษาการแกปญหาไดดีและถูกตองยิ่งขึ้น 
 สําหรับคอมไพเลอรที่ใชกับโปรแกรมภาษาฟอรแทรนตามตวัอยางในหนังสือเลนน้ี  ชื่อ  
FORCE 2.0  เปนทั้งคอมไพเลอรและอีดิเตอรบนวินโดว  เปนโปรแกรมฟรี  นักศกึษาสามารถ
ดาวนโหลดไดจากอินเตอรเน็ท  www.forceproject.hpq.com.hr  โดยไมตองเสียคาใชจายใด ๆ  
ทั้งสิ้น 
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แบบฝกหัดบทที่  1 
 

1. จงพิมพและ  execute  โปรแกรมภาษาฟอรแทรน  COUNT  โดยสงเอาทพุทเปน  
hard copy 

 
*        A program to count the number of students who pass a quiz, 
*        that is, score 60 or above. The total number of quiz scores 
*        is less than 100. The end of the list is marked by entering 
*        a negative value for the Latest score. 
         PROGRAM COUNT 
         NTOT = 0. 
         NPASS= 0. 
1        DO 3 I=1,100 
           PRINT *,'Enter next quiz score' 
2          READ *,SCORE 
           NTOT = NTOT+1 
           IF(SCORE.GT.100.) THEN 
              PRINT *,'Input Error' 
              PRINT *,'You entered a score greater than 100' 
              PRINT *,'Re-enter the correct value' 
              NTOT = NTOT-1 
              GO TO 2 
           ELSEIF(SCORE.LT.0.) THEN 
              NPASS = NPASS+1 
           ELSEIF(SCORE.LT.0.) THEN 
              GO TO 99 
           ENDIF 
3        CONTINUE 
99       PRINT *,'The number of students who passed was ',NPASS 
         PRINT *,'out of ',NTOT 
         STOP 
         END 

 
 
2. จงพิมพและ  execute  โปรแกรมภาษาฟอรแทรน  GASTBL  โดยสงเอาทพุทเปน  

hard copy 
 

         PROGRAM GASTBL 
* 
         INTEGER TC 
         REAL P,V,T,R,N 
         N = 1.0 
         R = 8.3144 
* 
*     Print overall headings outside of all Loops 
* 
         PRINT *,'Pressure of a container of ',N,' moles of ideal gas.' 
* 
*     Outer Loop is the volume of the container, from 0.1 to 0.5 m^3 
* 
         DO 2 V=0.1,0.5,0.1 
* 
*        For each value of the outer Loop parameter, print a heading 
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*        for this table. 
* 
         PRINT *,'Pressure as a function of Temperature for V = ',V 
         PRINT *,'     P(n/m^2)          T(K)     ' 
         PRINT *,'    ----------      ----------' 
* 
*        The inner Loop steps through the range of Temperatures and 
*        prints one Line for each value of T from 0 to 100 degrees C 
*        in steps of 10 degrees. 
* 
              DO 1 TC = 0, 100, 10 
                   T = TC+273. 
                   P = N*R*T/V 
                   PRINT *,P,T 
1             CONTINUE 
2        CONTINUE 
         STOP 
         END 

 
 
3. สารกัมมันตรังสีสลายตวัตามสมการ 

dt
dC  =  -kC 

เม่ือ  C  =  ความเขมของสาร  (Bq/L) 
คาคงที่  (day-1)        K  =  

จงใชวิธีการเชงิตัวเลขแกสมการน้ี  เม่ือ  t = 0  ถึง  1  วัน  และ  k = 0.1 d-1
    ใหใช   

Δt = 0.1  และความเขมขนของสารที่  t = 0  เทากับ  10  Bq/L 
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