
 

บทที่ 5 
สมการเชิงอนุพันธอันดบัที่ n 

 

5.1  สมการเชิงอนุพันธอันดับที่  n  
โดยท่ัวไปสมการเชิงอนุพันธอันดับท่ี n จะอยูในรูป  

a0y
(n) 

+ a1y
(n-1) 

+ a2y
(n-2) 

+ ... + an-1y′ + any  =  f(x)   (1) 

ซ่ึงถา f(x)  ≠ 0 จะเรียกวา (1) เปนสมการไมเปนแบบเอกพันธ แตถา f(x) = 0  
จะเรียกวา (1) เปนสมการแบบเอกพันธ และ ai มี i = 0, 1,..., n  อาจเปนตัวแปรหรือคา

คงตัว ท้ังน้ี     a0 ≠ 0 

  
5.1.1 การหาคําตอบของสมการแบบเอกพันธ  

 ในกรณีท่ี f(x) = 0 และ ai เปนคาคงตัว น่ันคือสมการ (1) อยูในรูปของสมการ

แบบเอกพันธ  

  a0y
(n) 

+ a1y
(n-1) 

+ a2y
n-2 

+ ... + an-1y′ + any = 0   (2) 

 จะมีวิธีการและหลักการหาคําตอบดังตอไปน้ี 

ข้ันแรก  กําหนดใหสมการ (2) มีคําตอบในรูป y = e
kx

 , k  เปนคาคงตัว 

 

ข้ันที่สอง เน่ืองจาก y = e
kx

 เปนคําตอบของสมการ  (2) ดังนั้นเมื่อแทนคา y = e
kx

 

ในสมการ (2) จะไดวา e
kx

 (a0k
n 

+ a1k
n-1 

+ ... + an-1k + an) = 0 หรือใช e
kx

 หารตลอด

ได เพราะวา e
kx

 ≠ 0 จะได (a0k
n 

+ a1k
n-1

  + ... + an-1k + an) = 0    (3)  

สมการ (3) เรียกวา สมการชวย 
ข้ันที่สาม หารากของสมการหรือคา k  จากสมการ (3)  
ข้ันที่ส่ี  แทนคา k ท่ีไดในข้ันแรกคือ 

   y = e
kx 
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  จะทําใหไดวา  

   y  =   e
kx       เปนคําตอบของสมการ  (2) 

และเน่ืองจากคาของ k ท่ีหาไดมี 3 กรณี จึงตองพิจารณากรณีตางๆ ดังตอไปนี้ 
 
กรณีที่ 1 รากเปนคาจริงและไมซํ้ากัน น่ันคือ แกสมการ (3) ไดคา k เปนจํานวน n 

คา และไมซํ้ากัน เปน k1 , k2 ,..., kn ซ่ึงเม่ือแทนคําตอบ y = e
kx จะไดชุดฟงกชันคําตอบ 

  y1  =    ,    y2  =   ,...,  yn  =   xke 1 xke 2 xke n

ทําใหไดคําตอบทั่วไปของสมการ (3) แบบเอกพันธในรูปคําตอบประกอบเชิงเสนคือ  

  yc =  c1y1 + c2y2 + ... + cnyn 

โดยท่ี ci (i = 1, 2 , ... ,  n) เปนคาคงตัวใดๆ  

 
ตัวอยาง 1 
 จงหาคําตอบทั่วไปของสมการ 

  y″ + 3y′ - 4y   =   0 
วิธีทํา  

ให  y  =  e
kx  

 เปนคําตอบของสมการ แทนคาในสมการไดสมการชวย  

    k
2 

+ 3k - 4  =   0 

 หรือ  (k + 4)(k - 1)   =   0   (แยกตัวประกอบ)  

แสดงวา  k + 4  =  0  →  k1  =  -4 

หรือ    k - 1  =   0  → k2  =  1 

เปนคาจริงและไมซํ้ากันมีชุดฟงกชันคําตอบ คือ  

 y1  =    =  e
-4x

  xke 1 และ  

 y2  =   =  e
x
  xke 2

ดังน้ันคําตอบทั่วไปของสมการคือ 

220  MA 217 

 



 

  y  =  c1y1  +  c2y2  =  c1e
-4x 

+ c2e
x
     # 

 
กรณีที่ 2 รากเปนคาจริง และซํ้ากัน น่ันคือ แกสมการ (3) ไดคา  k เปนจํานวน n 

คา และซํ้ากัน เปน k1 = k2 = ... = kn ซ่ึงเม่ือแทนในคําตอบ y = e
kx

  จะไดชุดคําตอบ

ฟงกชันซํ้ากัน n ฟงกชัน ในกรณีเชนน้ีมีทฤษฎีบทพิสูจนไววาสําหรับสมการเชิงอนุพันธ
อันดับท่ี n ท่ีสมการชวยมีรากซํ้ากันจํานวน n ราก คําตอบทั่วไปของสมการจะอยูในรูป  

  yc = (c1 + c2x + c3x
2 

+ ... + cnx
n-1

)e
kx    (5) 

โดยท่ี k เปนรากจริงที่ซํ้ากัน n คร้ัง  
 

ตัวอยาง 2 จงหาคําตอบของสมการ   y″ - 4y′ + 4y   =  0 
วิธีทํา   

ให  y  =  e
kx

 แทนคาในสมการไดสมการชวย 

  k
2 

- 4k +  4   =   0 

แยกตัวประกอบได  (k - 2)(k - 2)    =   0 

แสดงวา  k - 2  =  0 →  k1  =   2 

หรือ   k - 2  =  0 → k2   =   2 

 k เปนรากเปนคาจริง และซํ้ากัน 2 รากคือ k1 = k2 = 2  มีชุดฟงกชันคําตอบคือ               

y1 = y2 = e
2x  

 ดังน้ันคําตอบทั่วไปของสมการตาม  (5) คือ  

   yc = (c1+c2x) e
2x      # 
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ตัวอยาง 3  

จงหาคําตอบของสมการ   - 3″ + 3y′ - 1   =   0 y ′′′ 
 
วิธีทํา  

ให  y  =  e
kx   เปนคําตอบแทนในสมการไดสมการชวย  

   k
3 

- 3k
2 

+ 3k - 1   =   0 

หรือ  (k - 1)(k - 1)(k - 1)   =   0 

แสดงวา  k1 = k2 = k3 = 1  รากจริงซํ้ากัน 3 คร้ัง  

ดังน้ันคําตอบทั่วไปของสมการตาม (5) คือ  

  yc = (c1 + c2x + c3x
2
) e

x
     # 

 
กรณีที่ 3 รากเปนคาจินตภาพ น่ันคือ เม่ือหาคาํตอบของสมการ (3) ไดคา k  = a 

±bi    (a , b เปนจํานวนจริง และ b ≠ 0) และไดชุดคําตอบทั่วไปในรูป  

  yc  =   c1e
(a+bi)x

 +  c2e
(a-bi)x     (5)  

ซ่ึงโดยปกติจะใชสูตรของออยเลอร (Euler's formula)  

  bxie±  =  cos bx ± i sin bx     (6) 
  
เปลี่ยนคําตอบรูปจินตภาพใน (5) เปนคําตอบในรูปของฟงกชัน cos bx กับ sin bx น่ันคือ 
เม่ือใช (6) ใน (5) 
จะไดวา 

  yc = e
ax

[(c1 + c2) cos bx + i (c1 - c2) sin bx]  

หรือ  

  yc = e
ax

(A cos bx + B sin bx)     

 (7) 

 (ในท่ีน้ี  A  =  c1 + c2 และ B = i(c1 - c2)) 
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ตัวอยาง 4 

ใหหาคาํตอบของสมการ  y″ + y′ + y  =  0  
 
วิธีทํา 

ให  y  =  e
kx เปนคําตอบของสมการแทนในสมการโจทยไดสมการชวย 

   k
2  

+ k + 1   =   0 

หารากของสมการชวยโดยใชสูตรการหารากสมการกําลังสอง 

   ax
2 

+ bx + c   =   0 

 

ท่ีมี x1,2   =   a2
ac4bb 2 −±−

ในกรณีน้ีสมการ  k
2
+ k  + 1  =  0  มีคา  a = 1 , b = 1 และ c = 1  ดังนั้น 

  k1,2  =  )1(2
)1)(1(4)1(1 2 −±−

 

หรือ   k1,2  =   =  - ± i (i = ) 2
31 −±−

2
1

2
3 1−

ดังน้ันโดยใช (7) จะไดคําตอบของสมการในรูป 

  yc  = 2
x

e− (Acos x
2
3  + Bsin x

2
3 )    # 

 
ขอสังเกต 
 ในกรณีท่ีสมการชวยมีรากคา k เปนจํานวนจินตภาพซํ้ากัน n ราก คําตอบทั่วไป
ของสมการเชิงอนุพันธอันดับ n แบบเอกพันธ จะมีรูปแบบคําตอบทํานองเดียวกันกับท่ี
สมการชวยมีรากคา k เปนจํานวนจริงซํ้ากัน  n  ราก น่ันคือ  

   yc  =   e
ax

 [(A1 + A2x + ... + Anx
n-1

) cos bx + (B1 + B2x + ... + Bnx
n-1

) sin bx]  
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ตัวอยาง 5 

ใหหาคาํตอบของสมการ  - 8 + 42 - 104y′ + 169y  =  0 y ′′′′ y ′′′ y ′′ 
วิธีทํา  

ให y = e
kx

  เปนคําตอบของสมการแทนในสมการโจทยไดสมการชวย  

   k
4 

- 8k
3 

+ 42k
2
 -104k + 169  =  0 

ซ่ึงมีรากของสมการเปนจํานวนจินตภาพซํ้ากัน 2 ราก  

   k1,2  =  2 ± 3i  และ  k3,4  =  2±3i 

ดังน้ันคําตอบทั่วไปของสมการคือ  

 yc  =  e
2x

 [ (A1 + A2x) cos 3x + (B1 + B2x) sin 3x]    # 

 
ขอสังเกต 
 ในคณิตศาสตรประยุกต จะพบสมการอันดับสองรูป 

   y″ + m
2
y  =  0   และ     (8) 

 y
2 

- m
2
y = 0        (9) 

สมการ (8) มีรากจินตภาพ  

  k1,2  =   ±mi 

จะมีคําตอบเปน  

   yc   =   A cos mx + B sin mx 

สวนสมการ  (9) มีสมการชวยในรูป 

   k
2 

- m
2
  = 0 

 k1,2   =   ±m  

ดังน้ันคําตอบทั่วไปของสมการคือ  

   yc  =  c1e
mx 

+ c2e
-mx

 

ในกรณีน้ีถาเลือก  c1  =  c2  =     จะไดวา  2
1
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   yc  =   2
1 (e

mx 
+ e

-mx
)   =  sinh mx 

แตเน่ืองจาก sinh mx และ cosh mx เปนฟงกชันคําตอบเปนอิสระเชิงเสนดังน้ันคําตอบ
รูปท่ัวไปของสมการ (9) คือ  

  yc  =  A cosh mx + B sinh mx    (10) 

 
แบบฝกหัด 5.1.1 

 
ใหแกสมการตอไปน้ี 

1. y″ - 3y′ + 2y = 0 

2. y″ + 2y′ + 2y = 0 

3. y″ + 4y′ + 4y = 0 

4. y″ + 4y′ + 8y = 0 

5. y″ + 6y′ + 9y = 0 

6. y″ - 4y′ + 3y = 0 

7. 8y″ + 4y′ + y = 0 

8. 4y″ + 4y′ + y = 0 

9. y ′′′  - 3y″ + 4y′ - 2y = 0 

10. y ′′′  - y″ - y′ + y = 0 

11. yIV  - y6 ′′′  + 19y″ - 26y′ + 18y = 0 

12. yIV  + y ′′′  + y″ = 0 

13. y″ + 16y = 0  y(0) = 2 , y′(0) = -2 

14. y″ + 6y′ + 5y = 0  y(0) = 0 , y′(0) = 3 

15. y ′′′  + 12y″ + 36y′ = 0   y(0) = 0 , y′(0) = 1 , y″(0) = -7  
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5.2  สมการเชิงอนุพันธที่ไมเปนแบบเอกพันธ 
ในท่ีน้ีจะกลาวถึงวิธีการหาคําของสมการอันดับสองในรูป 

 ay″ + by′ + cy  =  f(x)  หรือ 

 y″ + py′ + qy   =   g(x)       (1) 

โดยมี  p  =  ,  q  =    และ  g  =   a
b

a
b

a
)x(f

ในการหาคําตอบของสมการ (1) มีทฤษฎีท่ีเกี่ยวของคือ  
 
ทฤษฎีบท 1 

 ถา y1 และ y2 เปนคําตอบของสมการ (1) แลว ผลตางระหวางสองคําตอบของ  

สมการ (1) จะเปนคําตอบของสมการ 

   y″ + py′ + gy  =   0      (2) 

น่ันคือ (y1 - y2) เปนคําตอบของสมการ (2)   

 
ทฤษฎีบท 2 

 ถา yp  เปนคําตอบของสมการ (1) และ y1 กับ y2 เปนคําตอบอิสระเชิงเสนของ
สมการ (2) แลว  y  =  yp + c1y1 + c2y2  เปนคําตอบทั่วไปของสมการ (1) 

การหาคําตอบของสมการที่ไมเปนแบบเอกพันธ  
สมการรูป 

    ay″ + by′ + cy   =   f(x) 
ซ่ึง a,b และ c เปนคาคงตัวมีวิธีการหาคําตอบไดหลายวิธี แตถา f(x) เปนฟงกชันพหุนาม 

ฟงกชันเอกซโปเนนเชียล หรือ sin kx1 , e
mx

sin kx , e
mx

coskx มีวิธีหาคําตอบที่สะดวก

คือ วิธีเทียบสัมประสิทธิ์ แตถาฟงกชัน f(x) เปนแบบอื่น จะใชวิธีแปรตัวพารามิเตอร ใน
ท่ีน้ีจะยกตัวอยางกอนแลวจึงสรุปเปนหลักการตอไป 
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1. วิธีเทยีบประสิทธิ์  
ตัวอยาง 1 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

   y″ - 3y′ - 4y  =  4x
2
 

วิธีทํา 

ข้ันแรก  หา yc จากสมการ y″ - 3y′ - 4y  =  0 โดยให  y  =  e
kx

 เปนคําตอบของ

สมการไดสมการชวย  

  k
2 

- 3k - 4   =   0 

  (k + 1)(k - 4)  =  0 

แสดงวา  k + 1  =  0  → k  =  -1 

หรือ  k - 4  =  4 → k  =  4 

ดังน้ัน  y1 = e
-x

  และ  

 y2 = e
4x

    ไดคําตอบประกอบ 

 yc = c1y1 + c2y2 

 yc = c1e
-x 

+ c2e
4x

       (1) 

 

ข้ันที่สอง หา yp จากสมการ y″ - 3y′ - 4y  =  4x
2
  โดยให yp = Ax

2 
+ Bx + C 

เปนคําตอบเฉพาะของสมการ ดังน้ันจะตองหาคา A ,B และ C โดยวิธีการเทียบ

สัมประสิทธิ์ดัง ตอไปน้ี ซ่ึงตามวิธีการจะหา   และ   แลวแทนคา yp ,  และ 

 ในสมการโจทยได  
py′ py ′′ py′

py ′′

  py ′′  - 3  - 4yp = 4x
2
  py′

 หรือ  

  (Ax
2 

+ Bx + C)″ - 3(Ax
2 

+ Bx + C)′ - 4(Ax
2 

+ Bx + C)  =  4x
2
 

 2A - 3(2Ax + B) - 4(Ax
2 

+ Bx + C)  =  4x
2
  

จัดเทอมที่มีกําลังสองของ x เทากันจะได  
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  -4Ax
2 

- (6A + 4B)x + (2A + 3B - 4c)x
0
  =  4x

2  (x0 = 1) 

แสดงวาสัมประสิทธิ์ของเทอม x
2
 , x และ x

0
 ของดานซายมือเทากับดานขวามือ น่ันคือ  

  -4A = 4       (2) 
 -6A-4B = 0       (3) 
 2A + 3B - 4C  = 0      (4) 

แกสมการ (2) ได  

  A  =   4
4
−   =  -1 

แทนคา  A = -1 ใน  (3) หาคา B ได  

  B   =   2
3  

และแทนคา A,B ใน (4) หาคา C ได  

C  =  - 8
13  

ดังน้ันแทนคา A,B และ C ท่ีไดน้ีในคําตอบเฉพาะ 

  yp  =  Ax
2 

+ Bx + C 

จะได  yp  =  -x
2 

+ x -       (5) 2
3

8
13

ข้ันที่สาม ไดคําตอบทั่วไปจากการรวมคําตอบ yc และ yp ดวยกันคือ  

  y  =  yc + yp 

  y  =  c1e
-x 

+ c2e
4x 

- x
2 

+ 2
3 x - 8

13     # 

 
ตัวอยาง 2 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

  y″ - 3y′ - 4y   =   e
-x

 

วิธีทํา 

ข้ันแรก  หาคําตอบ yc ของสมการ  y″ - 3y′ - 4y   =  0 ได  

  (คําตอบของ yc  เหมือนในตัวอยางที่ 1)  
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  yc  =  c1e
-x 

+ c2e
4x

 

ข้ันที่สอง หา yp จากสมการ  y″ - 3y′ - 4y   =   e
-x 

ให  yp  =  Ae
-x

 เปนคําตอบของสมการ  

หา  และ  แลวแทนในสมการโจทยและจัดเทอมจะพบวา py′ py ′′

  0  =  e
-x       (12) 

หาคา A ไมได  แสดงวาการกําหนดคา yp = Ae
-x

  ยังไมถูกตอง สาเหตุท่ีเปนเชนน้ี

เพราะวาคําตอบท่ีกําหนด  yp  =  Ae
-x

  ซํ้ากับคําตอบ  yc    ของสมการเอกพันธ                

(yc = c1e
-x 

+ c2e
4x

) ดังน้ันเมื่อแทนคาคําตอบทีก่ําหนดใหทางดานซายมือของสมการ 

ผลลัพธจึงเปนศูนยทําใหไมสามารถเทียบสัมประสิทธิ์หาคา A ได  

 ในกรณีแบบน้ี ตามหลักการตองกําหนด yp ใหม โดยคูณคําตอบ yp ท่ีกําหนดใน

ตอนแรกดวย x
m

 ซ่ึง m เปนจํานวนเต็มบวกนอยท่ีสุดเชน 1 หรือ 2 หรือ 3 ฯลฯ  ท่ีทําให

คา yp ท่ีกําหนดใหแตกตางคําตอบของ yc จากน้ันจึงหาคําตอบ yp ตามหลักการเทียบ

ประสิทธิ์เดิมตอไป 

ดังน้ันสําหรับตัวอยางน้ี กําหนด yp ใหมเปน   

  yp  =  Axe
-x

 (แตกตางจาก yc และ m= 1) 

หา   และ   แลวแทนในสมการโจทยได  py′ py ′′

  -5Ae
-x  

 =   e
-x 

 เทียบประสิทธิ์ได  
  -5A   =      1     หรือ  

     A   =   - 5
1   แทนคาได yp คือ  

    yp    =   - 5
1 xe

-x  
ข้ันที่สาม หาคําตอบทัว่ไป 

  y   =   yc + yp  
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 น่ันคือ  

  y   =  c1e
-x 

+ c2e
4x 

- 5
1 xe

-x
      # 

 
ตัวอยาง 3 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

  y″ + y  =  sin x 
วิธีทํา 

ข้ันแรก หา yc จากสมการ  y″ + y  = 0  

ให  y  =  e
kx

 แทนในสมการ  y″ + y  =  0 ได  

สมการชวย 

  k
2 

+ 1  =  0 

หรือ  k  =  ±i   รากเปนคาจินตภาพ 

ดังน้ัน   yc  =  A cos x + B sin x 

ข้ันที่สอง กําหนดให yp = x(A cos x + B sin x) เปนคําตอบเฉพาะหา   แลว

แทนคา yp กับ ในสมการ  

py ′′

py ′′

y″ + y = sin x ได 2A sin x + 2B cos x - Ax cos x - Bx sin x  =  sin x 
ข้ันที่สาม เทียบประสิทธิ์เทอม sin x และ cos x ได  
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  -2A = 1 แสดงวา A = -  2
1

  2B = 0 แสดงวา B = 0 
ข้ันที่ส่ี  แทนคา A และ B ใน  

  yp =  x(A cosx + B sin x) ได  

  yp =  x(- 2
1 cos x)  =  - 2

x cos x  

 

ข้ันที่หา  ไดคําตอบทั่วไป  y  =  yc + yp 

น่ันคือ  y  =  A cos x + B sin x  - cos x    # 2
x  

 



 

ตัวอยาง  4 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

   - y′ = 4e
-x 

+ 3e
2x

  y ′′′
วิธีทํา 

ข้ันแรก หา yc ให y = e
kx

 เปนคําตอบของสมการ - y′ = 0  แทนคา y = e
kx

        

ในสมการ    - y′ = 0 ได  

y ′′′

y ′′′

 (k
3 

- k) e
kx =  0   หรือ 

 k(k - 1)(k + 1)   = 0       แสดงวา  

 k1 = 0 , k1 = 1  ,  k2 = -1  ได  

  yc  =  c1e
0x 

+ c2e
x  

+ c3e
--x  

 =   c1 + c2e
x 

+ c3e
-x

 

ข้ันที่สอง หา yp ของสมการ  - y′ =  4e
-x 

+ 3e
2x

  ให yp = Axe
-x 

+ Be
2x

 เปน

คําตอบของสมการหา   และ  แลวแทนคาในสมการโจทยได  

y ′′′

py′ py ′′′

    2Ae
-x 

+ 6Be
2x

  = 4e
-x 

+ 3e
2x

 

ข้ันที่สาม เทียบประสิทธิ์เทอม e
-x

 และ e
2x

 ได  

 2A  =  4  และ  
 6B = 3  แสดงวา 

 A = 2
4  = 2  และ 

 B = 6
3  =  2

1   

ข้ันที่ส่ี  แทนคา A และ B ท่ีไดในคําตอบ yp ได  
   yp  =  2xe

-x
  +  2

1 e
2x

 

ข้ันที่หา  หาคําตอบทัว่ไป  y  =  yp + yp ได  
  y  =  c1 + c2e

x 
+ c3e

-x 
+ 2xe

-x 
+ 2

1  e
2x

     # 
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สรุป วิธีการหาคําตอบ yp โดยวิธีเทียบประสิทธิ์มีหลักเกณฑท่ีสําคัญคือ  

กําหนดให yp สอดคลองกับเทอมของ f(x) 1. 
2. คําตอบ yp ท่ีกําหนดใหในขอ 1  ตองไมซํ้ากับคําตอบ yc 

ถา yp ท่ีกําหนดใหสอดคลองกับเทอมของ f(x) เกิดซํ้ากับคําตอบ yc ใหใช  
x
m

 ซ่ึง m เปนจํานวนเต็มบวกนอยท่ีสุดคูณกับ yp และทําให yp ตางจาก 

yc  

3. 

4. ถเทอมของ f(x) มีแตฟงกชัน sin bx หรือ cos bx อยางใดอยางหน่ึง การ

กําหนด yp ตองใหเพ่ิมเทอม cosbx หรือ sinbx ไวดวย 

5. ถาเทอมของ f(x) เปนฟงกชันพหุนามกําลัง n ใหกาํหนด                                 

yp  =   Anx
n 

+ An-1x
n-1 

+ ... + A1x + A0 

6. ถาเทอมของ f(x) เปนฟงกชันยอยๆ เชน  

f(x)  =  f1(x) + f2(x) + ... + fn(x)  

จะสามารถหา yp ไดในรูป   

   yp =  +  +...+  
1py

2py
npy

เพ่ือใหสะดวกตอการคํานวณ 

เชน  ถา f(x)  =  2 sin x + 3x
2 

- 4e
-2x 

+ 8e
x 

- 6  

อาจจะให    = A sin x + B cos x 
1py

       = Cx
2 

+ Dx + E 
2py

       = Cx
2 

+ Dx + E 
2py

        =  Ge
x
 

4py

ดังน้ีเปนตน  
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2.  วิธีแปรตัวพารามิเตอร  
การหาคําตอบของสมการที่ไมเปนแบบเอกพันธ นอกจากจะใชวิธีเทียบ

สัมประสิทธิ์ตามที่กลาวมาแลว อีกวิธีหน่ึงซ่ึงสําคัญและมีประโยชนคือ วิธีแปรตัว
พารามิเตอร  

ในการหาคําตอบของสมการอันดับสองรูป 

  y″ +  py′ + gy  =  g(x) 
มีทฤษฎีสําคัญท่ีเก่ียวของคือ  

ทฤษฎี ถา p(x) , g(x) และ g(x) เปนฟงกชันตอเน่ืองบนชวง (a,b) และถา y1(x) กับ y2(x) 

เปนคําตอบของสมการ 

   y″ + py′ + gy   =   0 
แลวจะไดวาคําตอบของสมการ 

 y″ + py′ + gy   =   g(x) 
คือ 

 yp(x)   =   -y1(x) ∫
x

21

2
)t)(y,y(w

dt )t(g)t(y
  + y2(x) ∫

x

21

1
)t)(y,y(w

dt )t(g)t(y
  

ในท่ีน้ี  t   เรียกวา ตัวแปรหุน (dummy variable) และ x เปนตัวแปรอิสระ 
 
ตัวอยาง 1 ใหหาคาํตอบเฉพาะของสมการ 

  y″ + y  =   sec x 
วิธีทํา  สมการแบบเอกพันธท่ีสอดคลองสมการโจทยคือ  

  y″+ y = 0 
ซ่ึงมีสมการชวยในรูป 

  k
2 

+ 1  =  0   ได  

  k1,2  =  ± i  เปนรากจินตภาพมีคําตอบ yc คือ  

  yc = c1 cos x + c2sin x  แสดงวา  

  y1(x)  =  cos x และ  

 MA 217  233

 



 

  y2(x)  =  sin x   ดังน้ันตามทฤษฎีจะไดวา  

yp(x)  =  -y1(x) ∫
x

21

2
)t)(y,y(w

dt)t(g)t(y
  +y2(x) ∫

x
)t)(y,y(w

dt)t(g)t(y
 

21

1  

ในท่ีน้ี w (y1 , y2) (x) = w(cos x , sin x)  

ซ่ึง w(y1 , y2 )(x)  =   
)x(y)x(y

)x(y)x(y

21

21

′′
 

   =  
xcosxsin

xsinxcos

−
 

   =  cos
2
s + sin

2
x 

   =  1 
ดังน้ัน  

 yp(x)  =   -cosx ∫x 1
dt tsectsin + sin x ∫x 1

dt tsectcos  

 yp(x)  = -cosx ∫x dt
tcos
tsin  + sin x  ∫x dt 1 

 yp(x)  =  cos x ln |cos x|+ x sin x     # 

 
ตัวอยาง 2 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

    y″ +  y   =   tan x 

วิธีทํา  สมการแบบเอกพันธท่ีสอดคลองสมการโจทยคือ   y″+ y = 0 
ซ่ึงมีสมการชวยในรูป 

  k
2 

+ 1 = 0 

  k1,2   =   ± i  เปนรากจินตภาพมีคําตอบ yc คือ  

  yc    =   c1cos x  +  c2sin x  แสดงวา  

  y1   =   cos x   และ  
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  y2   =   sin x   

ดังน้ันตามทฤษฎีจะไดวา  

 yp   =   -y1(x) ∫x )t)(y,y(w
dt)t(g)t(y

 
21

2 + y2(x) ∫x )t)(y,y(w
dt)t(g)t(y

 
21

1  

ในท่ีน้ี  w(y1 , y2) (x) = w(cosx , sin x)  

   =  
)x(y)x(y

)x(y)x(y

21

21

′′  

 

   =  
xcosxsin

xsinxcos

−
 

   =  cos
2
x +  sin

2
x  

   =  1 
ดังน้ัน  

 yp(x) = -cosx ∫x 1
dt ttantsin + sinx ∫x 1

dttantcos  

 yp(x)  =  -cosx (ln |sec x  + tan x |-sinx ) - sinx cosx  

 yp(x) = -cosx (ln |sec x + tan x|) 
ดังน้ันคําตอบทั่วไปท่ีตองการคือ  

 y  = yc + yp 

  =  c1cos x + c2sin x - cos x(ln |sec x + tan x|)    # 

 
ตัวอยาง 3 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ  

 y″- 2y′ + y   =   x
ex

   ,     x  > 0 

แนวคิด  สมการแบบเอกพันธท่ีสอดคลองกับสมการโจทยคือ  

  y″ - 2y′  +  y   =   0 

 MA 217  235

 



 

ซ่ึงมีสมการชวยในรูป  

  k
2 

- 2k + 1   =  0 

  k1,2   =   ± 1   เ ปนรากจริงซ้ํากันมีคําตอบ yc คือ 

  yc    =   c1e
x 

+ c2xe
x
  แสดงวา  

  y1   =   e
x
 

  y2   =   xe
x  ดังน้ันตามทฤษฎีจะไดวา  

yp  =    -e
x
∫

x

21

t

)t)(y,y(w
dt )t

e(tte
 + xe

x ∫
x

21

t

)t)(y,y(w
dt )t

e(te
 

ในท่ีน้ี w (e
t
 , te

t
)  =    tettete

ttete

+

     =    e
2t

 

ดังน้ัน  

 yp  =   -e
x
  

e
dte 

x

t2

t2

∫   + xe
x
 ∫

x

t2

t2

te
dte  

 yp   =   -e
x
(x) + xe

x
ln |x| 

ไดคําตอบทั่วไปของสมการ คือ  

 y   =   yc +  yp หรือ 

 y   =   c1e
x 

+ c2xe
x 

- xe
x 

+ xe
x
lnx 

 y   =   c1e
x 

+ c3xe
x 

+ xe
x
ln x     (c3 = c2 - 1)   # 
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แบบฝกหัด 5.1.2 
 

ต้ังแตขอ 1-10  ใหใชวิธีเทียบสัมประสิทธิ์หาคําตอบทั่วไปของสมการที่กําหนดให

ตอไปน้ี ถาสมการกําหนดเง่ือนไขเริ่มแรก ใหใชเง่ือนไขเหลาน้ันหาคาของ c1 , c2 ,... ของ

คําตอบทั่วไปดวย 

1. 2y″ - 4y′-6y = 3e
2x

 

2. y″ + 2y′ = 3 + 4sin 2x 

3. y″ + y = 3sin 2x + xcos x 

4. y″ + 2y′+y = e
x
cos 

5. y″  + k
2
y = cos kt , k ≠k0 

6. y″ - 3y′ = 2x
2 

+ 1 

7. y″ + 2y′ + 2y = 3e
-x 

+ 4cos x 

8. y″-y′-2y = 2x  เง่ือนไข y(0) = 0 , y(0) = 1 

9. y″ + 4y = x
2 

+ 3e
x
 เง่ือนไข y(0) = 0 , y(0) = 2 

10. y″ - 2y′ + y = xe
x 

+ 4  เง่ือนไข y(0) = 1 , y(0) = 1 

 
ใหใชวิธีแปรตัวพารามิเตอรหาคําตอบท่ัวไปของสมการตอไปน้ี 

11. y″ + y = sec
3
x 

12. y″ + 2y′ + 2y = e
-x

sec x 

13. y″ + 4y = 4cot 2x 

ให y1 = 1 และ y2 = x
2
  เปนคําตอบของสมการ xy - y = 0 14. xy″-y′ = x

4   

15. y″+9y = 9sec
2
3x 

16. y″-4y′+4y = 2
x2

x
e−  
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17. y″ + 4y  = 3cosec 2x  

18. y″ + 2y′ + y  =  3e-x 
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19. ให y1 = sin x และ y2 =  cos x เปนคําตอบของสมการ  2
1

x 2
1

x

x
2
y″  +  xy′  +  (x

2 
- 4

1 ) y  =   0      ,    x > 0 

จงหาคําตอบของสมการ 

x
2
y″ + xy′ + (x

2 
-  4

1 ) y    =   3 2
3

x sin x    ,     x > 0 

จงแสดงใหเห็นวา  y1 = x และ y2 = ex  เปนคําตอบของสมการ 20. 
(1 - x) y″ + xy′ - y  =  0 

(1 - x) y″ + xy′ - y   =  2(x - 1)
2
e
-x

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

5.3 สมการออยเลอร 
 สมการอนุพันธแบบเชิงเสนซ่ึงมีสัมประสิทธิ์เปนตัวแปรจะใชวิธีอนุกรมกําลัง หรือ
วิธีเชิงตัวเลขในการหาคําตอบ แตในบางครั้งการหาคําตอบสมการ อาจใชวิธีการ
เปลี่ยนตัวแปรและเทคนิคท่ีเรียนมาแลวได ดังเชน สมการเชิงอนุพันธของออยเลอร
ตอไปน้ี 
สมการออยเลอรอันดับสองคือ  

   ax
2
y″ + bxy′ + cy   =  0  ,       (1) 

ในท่ีน้ี   a , b , c  เปนคาคงตัวและ a ≠ 0 
สมการออยเลอรอันดับสามคือ  

  a0x
3
y  + a1x

2
y″ + a2xy′ + a3y   =   0  ,    (2) ′′′

ซ่ึง a0 , a1 , a2 , a3 เปนคาคงตัวและ a0 ≠ 0 

โดยท่ัวไป สมการออยเลอรอันดับท่ี n คือ  

 a0x
n
y
(n)

  +  a1x
n-1

y
(n-1) 

+ ... + an-1xy′ + any = 0     (3) 

 
สมการออยเลอรมีช่ือเรียกอีกแบบหน่ึงวาสมการออยเลอร-โคชี 
 

5.3.1 การหาคําตอบของสมการเชิงอนุพันธอันดับสองของออยเลอร 

ในท่ีน้ีจะพิจารณาเฉพาะกรณี  x > 0 และสมการอันดับสองรูป  

  ax
2
y″ + bxy′ + cy   =  0 

ให  y = x
k
 เปนคําตอบของสมการ , k  เปนคาคงตัว 

หา y′ และ y″ และแทนคาในสมการได  
ax

2
k(b - 1)x

k-2  +  bxkx
k-1 

+ cx
k
  = 0  หรือ 

[ak(k - 1) + bk + c] x
k   =   0   หรือ  

 ak
2 

+ (b - a) k + c  =  0 
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จะเห็นไดวาเปนสมการกําลังสอง และรากของสมการมีได 3 กรณีคือ  

1) กรณีท่ี 1  รากเปนจํานวนจริง และไมซํ้ากัน 
2) กรณีท่ี 2 รากเปนจํานวนจินตภาพ 
3) กรณีท่ี 3 รากเปนจํานวนจริงและซ้ํากัน 
 

1) กรณีที่ 1  รากเปนจํานวนจริงและไมซํ้ากัน 
 
ตัวอยาง 1 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

 2x
2
y″ + 7xy′ - 3y   =   0   ,    x >0 

วิธีทํา  ให  y  =  x
k
   เปนคําตอบของสมการ 

ดังน้ัน  y′  =  kx
k-1 และ  y″  =  k(k - 1)x

k-2
 แทนคาในโจทยได  

 [2k(k - 1) + 7k - 3] x
k
   =   0  หรือ 

 2k
2 

+ 5k - 3   =  0    แยกตัวประกอบได  

 (2k - 1)(k + 3)   =  0   แสดงวารากของสมการคือ  

 k1 =  2
1  และ  k2 = -3  เปนจํานวนจริงไมซํ้ากัน 

ได  y1 =  และ y2 = x
-3

  เปนชุดคําตอบ และคําตอบทั่วไปคือ  2
1

x

 y  =  c1 2
1

x  + c2x
-3

       # 

 
2) กรณีที่ 2  รากเปนจํานวนจินตภาพ 

 ในกรณีน้ีถา ak
2 

+ (b - a)k + c = 0 มีรากเปนจํานวนจินตภาพ α ± βi  แสดงวา 

xα+βi  และ xα-β  เปนคําตอบเชิงซอน เพื่อใหไดคําตอบเปนจํานวนจริง สามารถใช
ความสัมพันธ 

 a
b
  =  e

b ln a
  =     ,    a > 0 

balne
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ดังน้ัน  

 xα+βi
    =  e (α+βi)lnx =  

)i(xlne
β+α

  =  
αxlne • xβi

 

  =   =  eαlnx 
• eβilnx 

ixlnxlne
βα+

  =   eαlnx [cos(β ln x) + i sin (β ln x)] 

  =   xα [ cos(β lnx) + isin(β ln x)]   
ในทํานองเดียวกัน  

 xα-βi   =   x
2
 [cos (β ln x) - isin(β ln x)] 

เพราะวา  xα+βi  และ xα-βi เปนคําตอบของสมการอนุพันธแบบเชิงเสนเอกพันธ ดังน้ัน        

คําตอบประกอบเชิงเสนของ xα+βi และ xα-βi คือ  

 2
1  xα+βi  + 2

1  xα-βi  =  xαcos (β ln x) และ  

 i2
1  xα+βi- i2

1  xα-βi = xαsin (β ln x)  

เปนคําตอบของสมการดวย  
 
ตัวอยาง 2 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

  2x
2
y″ + xy′ + y = 0   ,  x > 0 

วิธีทํา  ให y = x
k
  เปนคําตอบของสมการ ดังน้ัน  

  y′ = kx
k-1 และ y″ = k(k - 1)x

k-2
 แทนคาในสมการโจทยได  

[2k(k-1) + k + 1] x
k
 = 0  หรือ  

2k
2 

- k - 1  =  0   ไดรากของสมการ 

k1,2  =   4
1± 4

i7  ไดคําตอบทั่วไปคือ  

y =   4
1

xxln4
7sin2cxln4

7cos1c ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  
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3) กรณีท่ี 3  รากเปนจํานวนจริงและซ้ํากัน ในกรณีน้ีแสดงวาสมการ 

  ak
2 

+ (b - a) k + c  =  0 

มีคาของ (b-a)
2 

- 4ac  =  0 

ดังน้ันจะไดรากซ้ํากันคือ  

  k1  =  k2  =  a2
ba−  

แสดงวาคําตอบของสมการ คือ  =   1kx 2kx
เพ่ือหาคําตอบอีกคําตอบหน่ึงของสมการจะสามารถใชวิธีลดอันดับสมการไดดังน้ี  

ให  y =  v  แทนคาในสมการ  ax
2
y″ + bxy′ + cy  =  0 ได  1kx

ax
2
[v″ +2v′ +vk1(k1-1) 1kx 11kx − 21kx − ] + bx [v′ +vk11kx 11kx − ] + cv  = 0 1kx

หรือ av″ +v′(2k1a+b)  = 0   (∵  = 0) 21kx + 11kx + 1kx

ใช     หารตลอดได  11kx +

   av″x + v′(2k1a + b)    =   0 

หรือ  axv″ + av′   =   0      (∵  k1 = k2 = ) a2
ba−

ใช a หารตลอด และแทนคา z = v′  จะได  
 xz′ + z = 0 

เปนสมการเชิงเสนอันดับหน่ึงหาคําตอบได z =   x
c1

หรือ    =   dx
dv

x
c1

ดังน้ัน  v  =  c1ln x  + c2  แทนคากลับใน y = v   1kx

ได  y  =  (c1ln x  + c2)         # 1kx

 
ตัวอยาง 3 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการ 

  x
2
y″ - xy′ + y   =   0   ,    x > 0 
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แนวคิด ให  y = x
k
  เปนคําตอบของสมการ 

หา   y′  =  kx
k-1

  และ y″ =  k(k - 1)x
k-2

  แทนในสมการโจทยได  

 (k
2 

- 2k + 1) x
k
 = 0  หรือ  

 k
2 

- 2k + 1  =  0  หรือ  

 (k - 1)(k - 1)   =  0  แสดงวา 

 k1 = k2 = 1 ดังน้ันไดคําตอบทั่วไปคือ  

 y = c1xln x + c2x        # 
 

สรุป สมการออยเลอร  ax
2
y″ + bxy′ + cy = 0 
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 กรณีท่ี 1 ถา k1 และ k2 เปนรากจริง และ k1 ≠ k2 แลว y  = c1 + 

c2 เปนคําตอบของสมการ 

1kx

2kx

 กรณีท่ี 2 ถา k1 และ k2 เปนรากจินตภาพ k1 = α + iβ , k2 = α - iβ แลว  

 y = xα[c1cos(βln x ) + c2sin(βlnx)] เปนคําตอบของสมการ 

 

กรณีที่ 3 ถา k1 และ k2 เปนรากจริง และ k1 = k2 แลว y = c1  + c2 ln x 1kx 1kx

 
5.3.2 วิธีการหาคําตอบของสมการออยเลอร 

นอกจากวิธีการหาคําตอบโดยให y = x
k
  ดังไดกลาวมาแลว ยังมีวิธีการหา

คําตอบของสมการออยเลอรอีกวิธีหน่ึงคือ ให x= e
t
 ซ่ึงจะเปลี่ยนสมการออยเลอรใหเปน

สมการที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว จากน้ันจึงหาคําตอบตามวิธีท่ีอธิบายไวแลวตอไป 
 

ตัวอยาง 4 ใหหาคาํตอบของสมการ x
2
y″ - xy′ + y  =  ln x    (1) 

แนวคิด  ให  x  =  e
t 
 หรือ  ln x = tln e = t   (ln e = 1)  

 



 

ใชกฎลูกโซหา   =   =  dx
dy

dx
dt

dt
dy

dt
dy

x
1

และ   =   2

2

dx
yd ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2x
1

dt
dy

dt
dy

dx
d

x
1

  =  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

22

2

x
1

dt
dy

x
1

dt
yd

x
1  

  =  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dt

dy
dt

yd
x
1

2

2

2  

แทนคา y′ และ y″ ในสมการ (1) ได  

   dt
dy2

dt
yd
2

2

−  +  y  =  t      (2) 

เปนสมการนอันดับสองมีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวซ่ึงสมการชวยคือ  

  k
2
  - 2k + 1 = 0 

มีคําตอบคือ  

  yc  =  c1e
t 
+ c2te

t 
 

และใชวิธีเทียบสัมประสิทธิ์หาคาํตอบ yp ของสมการ (1) ในรูป yp = At  B หา และ 

แทนใน (1)  และเทียบสัมประสิทธิ์ได A = 1 และ B = 2 ดังนั้นคําตอบทั่วไปคือ y = yc 

+ yp หรือ y = (c1 + c2t) e
t 
 + t + 2 หรือ y = c1x + c2x ln x + ln x + 2 (x = e

t
 และ t  = 

ln x)  

py′

py ′′

 
แบบฝกหัด 5.3 

 ใหหาคาํตอบทั่วไปของสมการออยเลอรตอไปน้ี และถากําหนดเง่ือนไขมาให จงหา

คา c1 และ c2 ดวย  

1. x
2
y″ - xy′ - y = 0 

2. x
2
y″ - 4xy′ + 6y = 0 
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3. x
2
y″ + 3xy′ + y = 0 

4. 4x
2
y″ + 8xy′ + y = 0 

5. x
2
y″ + xy′ + y = 0 

6. 9x
2
y″ + 15xy′ + 2y = 0 

7. x
2
y″ - 2y = 0 

8. xy″ + y = 0 

9. x
2
y″ + xy′ + 4y = 0 

10. x
2
y″ - 3xy′ - 2y = 0 

11. 25x
2
y″ + 25xy′ + y = 0 

12. 4x2y″ + 4xy′ - y = 0 

13. x
2
y″ + 5xy′ + 4y = 0 

14. x
2
y″ - xy′ + 2y = 0 

15. x
2
y″ + 4xy′ + 2y = 0  ;  y(1) = 1 , y′(1) = 0 

16. x
2
y″ + 3xy′ = 0  ;  y(1) = 0 , y′ (1) = 4 

17. x
2
y″ - 5xy′ + 8y = 0 ; y(2) = 32 , y′ (2) = 0 

18. x
2
y″ + xy′ + y = 0  ; y(1) = 1 , y′ (1) = 2 

19. x
2
y″ - 3xy′ + 4y = 0 ; y(1) = 5 , y′ (1) = 3 

20. x
3
y ′′′  - 6y′ = 0  ;  y(1) = 1 , y″(1) = 2 , y ′′′ (1) = 3 
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