
 

บทที่ 4 
สมการเชิงอนุพันธสามญัอันดับหนึ่ง 

 
4.1 บทนํา 

ในการเรียนแคลคูลัส เราทราบวิธีการหาอนุพันธของฟงกชันของตัวแปรตามเทียบ
กับตัวแปรอิสระหน่ึงตัวหรือมากกวาหน่ึงตัว สมการซ่ึงมีอนุพันธของฟงกชันเหลาน้ีอยู
ดวย เรียกวา สมการเชิงอนุพันธ (differential equation) 

นิยาม    สมการเชิงอนุพันธ คือ สมการซ่ึงประกอบดวยอนุพันธของตัวแปรตาม
เทียบกับตัวแปรอิสระหน่ึงตัวหรือมากกวาหน่ึงตัว 

ถาสมการเชิงอนุพันธประกอบดวยอนุพันธของตัวแปรตามเทียบกับตัวแปรอิสระ
เพียงตัวเดียว เรียกวา สมการเชิงอนุพันธสามัญ (ordinary differential equation) 

สมการเชิงอนุพันธซ่ึงประกอบดวยอนุพันธยอยของตัวแปรตามเทียบกับตัวแปร
อิสระมากกวาหน่ึงตัว เรียกวา สมการเชิงอนุพันธยอย (partial differential equation) 
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ตัวอยาง 1-4  เปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ ตัวอยาง 5 และ 6 เปนสมการเชิง
อนุพันธยอย 
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นิยาม    อันดับ (order) ของสมการเชิงอนุพันธคือ อันดับสูงสุดของอนุพันธในสมการนั้น 
ถาอนุพันธสูงสุดในสมการนั้นเปน n เรียกสมการนั้นวา สมการเชิงอนุพันธอันดับ n  
 จากตัวอยาง 1) , 2) ,  5)   เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึง 

ตัวอยาง 3) , 6)   เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสอง 
ตัวอยาง 4)    เปนสมการเชิงอนุพันธอันดับสาม 

 
นิยาม   ระดับข้ัน (degree) ของสมการเชิงอนุพันธคือ เลขช้ีกําลังของอนุพันธท่ีมีอันดับ
สูงสุดท่ีเปนจํานวนเต็มบวก 
 จากตัวอยาง สมการ 3)  มีระดับขั้นเทากับ 2 นอกน้ันเปนสมการระดับข้ันหน่ึง 
 

ตัวอยาง 2 สมการ    =    2
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สมการ   y″  =   3)y1( ′+

หรือ   y″  =   2
3

)y1( ′+
ยกกําลังสอง  (y″)2  =  (1+y′)3  เปนสมการระดับข้ัน 2 
 
4.2 ผลเฉลยของสมการ 
นิยาม ผลเฉลย (solution) ของสมการเชิงอนุพันธคือ ฟงกชันใดๆ ท่ีคลองตามสมการ
เชิงอนุพันธน้ัน  
 ผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธท่ีมีตัวคงคา (arbitrary constant) เรียกวา ผล
เฉลยทั่วไป (general solution) ถามีการกําหนดตัวคงคา เรียกผลเฉลยนั้นวา ผลเฉลย
เฉพาะ (particular solution)  
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ตัวอยาง 1 1) y = cex เปนผลเฉลยของ y′ = y  
  2) y =  c1 sin 2x +  c2 cos 2x   เปนผลเฉลยทั่วไป 

ของ y″ + 4y  =  0   เพราะวา  

   y′ = 2c1 cos 2x  –  2c2 sin 2x 

   y″ = -4c1 sin 2x  –  4c2 cos 2x 

ดังน้ัน  y″ + 4y    =   (-4c1sin 2x - 4c2cos 2x) + 4(c1sin 2x + c2cos 2x) 
      =    0 

ตัวอยาง 2 จงหาผลเฉลยเฉพาะของ  =  0 x2
dx

yd
2

2

−

เม่ือกําหนด  y(0)  =  2  และ  y′(0)  = -3  

วิธีทํา    =  2x 2

2

dx
yd

  )dx
dy(dx

d   =  2x 

  )dx
dy(d   =  2xdx 

  ∫ )dx
dy(d    =     ∫ xdx2

  dx
dy   =  x2+c1 

  dy   =  (x2+c1)dx 

     =  ∫ dy ∫ + dx)cx( 1
2  

  y   =   21

3
cxc3

x ++  

แทนคา  y(0)  =   c2  = 2 

  y′(x)   =   x2 + c1 

  y′(0)   =   c1  =  -3 

ผลเฉลยเฉพาะ คือ y  =    2x33
x3

+−
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ตัวอยาง 3 จงแสดงวา y = c1e
2x +  c2e

-3x  เปนผลเฉลยทั่วไปของสมการ  

  y″ + y′ - 6y   =  0 
วิธีทํา จาก     y   =   c1e

2x + c2e
-3x  

  y′  =  2c1e
2x - 3c2e

-3x 

  y″ =  4c1e
2x + 9c2e

-3x 
     

 y″ + y′ - 6y   =  (4c1e
2x + 9c2e

-3x) + (2c1e
2x - 3c2e

-3x) - 6(c1e
2x + c2e

-3x) 
        =  0 

ดังน้ัน   c1e
2x + c2e

-3x  เปนผลเฉลยทั่วไปของ  y″ + y′ - 6y  =  0 
 
การกําจัดตัวคงคา 
 จากผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธท่ีมีตัวคงคา ถากาํจัดตัวคงคาโดยการหา
อนุพันธของตัวแปรตามเทียบกับตัวแปรอิสระที่มีตัวคงคา n ตัว  จะไดสมการเชิงอนุพันธ
สามัญอันดับ n  
 
ตัวอยาง 1 จงหาสมการเชิงอนุพันธ กําหนดให  
  y  =  5 - ce-2x 

วิธีทํา  y′ =  2ce-2x 

จากสมการที่กําหนดให  c  =   x2e
y5

−
−

แทนคา c  จะได  

  y′   =   2 x2
x2 e )

e
y5( −

−
−  

  y′  =  10 - 2y 

y′ + 2y - 10   =   0 
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ตัวอยาง 2 จงหาสมการเชิงอนุพันธ  กําหนดให  

 y  =  Ae2x + Be-3x       ← 
วิธีทํา ในท่ีน้ีมีตัวคงคา A และ B  
 ดังน้ันจะไดสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับสอง  

 y′ =  2Ae2x - 3Be-3x       ↑ 

 y″ =  4Ae2x + 9Be-3x       → 

↑×2 - →  ;   2y′ - y″   =   -15Be-3x 

←×4-→   ;  4y - y″      =   -5Be-3x 

 2y′ - y″   =   3(-5Be-3x) 

      =   3(4y - y″) 
2y″ + 2y′ - 12y   =   0  

y″ + y′ - 6y         =   0  
 

แบบฝกหัด 4.1 
จงบอกอันดับและระดับข้ันของสมการเชิงอนุพันธ 

1. ydx
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จงแสดงวาฟงกชันท่ีกําหนดใหเปนผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  

6. y = x-2 ,   2
3

y2y +′   = 0  

7. y = cx + 3c2    ,  3(y′)2 + xy′-y = 0 

8. y = 2ex + 3xex   ,  y″ - 2y′ + y = 0 
 
จงหาสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี 
9. y = 1 - ce-3x 
10. y2 = A(x - B) 
11. y = c1cos ax + c2sin ax     ,    a  ตัวคงคา 
12. y = c1e

x + c2e
2x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

170  MA 217 

 



 

4.3 สมการแบบแยกตัวแปรได 
สมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหน่ึงระดับข้ันหน่ึง รูปท่ัวไปคือ  

dx
dy  = f(x,y) 

หรือ  M(x , y) dx + N(x , y) dy  =  0 
ถาสามารถจัดสมการน้ีใหอยูในรูปของ  

A(x) dx + B(y) dy = 0 
 

โดยท่ี A(x)  เปนฟงกชันของ  x  อยางเดียว และ B(y) เปนฟงกชันของ y อยางเดียว จะ
หาผลเฉลยโดยหาปริพันธของสมการ 
    ∫ ∫+ dy)y(Bdx)x(A  =  c 
ผลเฉลยคือ F(x) + G(y)  = c 
 
ตัวอยาง 1 จงหาผลเฉลยของสมการ 

  dx
dy  =  2x

3y−  

วิธีทํา จัดสมการใหม   

  3y
dy
−  =  2x

dx  

หาปริพันธตลอด  

  ∫ −3y
dy   =  ∫ 2x

dx  

ln |y-3|  =  - x
1  + c1 

      y - 3   =  1x
1 cee •

−
 

y  =   3 + x
1

ce
−

  
 
ตัวอยาง 2 จงหาผลเฉลยของสมการ 
  dx + xy dy   =   y2dx + y dy 
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วิธีทํา จัดสมการใหม  
  (1 - y2) dx  =  y(1 - x) dy 

  dy
y1

y
x1

dx
2−

−−   =  0 

หาปริพันธตลอด 

     ∫ ∫ −
−− dy

y1
y

x1
dx

2   =  k 

     -ln |1 - x| + 2
1 ln |1 - y2|  =  ln c1 

    -2 ln |1-x|+ ln |1-y2|  =  2 ln c1 

     ln |1-y2|- ln (1-x2)   =  ln c 

            ln 2

2

)x1(
)y1(

−
−    =  ln c  

                   1 - y2   =  c(1 - x)2 

 
ตัวอยาง 3   จงหาผลเฉลยของสมการ 
วิธีทํา   ex(y + 2) dx + 3(ex - 1) dy   =   0 
จัดสมการใหม  

   dy2y
3

1xe
dxxe

++
−

  =  0 

   ∫ ∫ ++
− 2y

dy3dx
1e

e
x

x
  =  c1 

   ∫ ∫ +
++

−
−

2y
)2y(d3

1e
)1e(d

x

x

  =   c1  

ln |ex-1| + 3 ln |y + 2|   = ln c 

ln |(ex- 1)(y + 2)3|   =   ln c 
(ex - 1)(y + 2)3  =  c 
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ตัวอยาง 4 จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ 
   sin2y dx + cos2 x dy  =   0 

เม่ือ   y  =  )4(π 4
π

วิธีทํา จัดสมการใหม  

   
y2sin

dy
xcos

dx
2 +  =  0 

∫ ∫+ ydyeccosxdxsec 22   =  c 
tan x  +(-cot y)  =  c 

tan x - ytan
1    =  c 

tan x tan y –1  =  c tan y  

เม่ือ   x =   ,   y  =    แทนคา  4
π

4
π

   1)4)(tan4(tan −ππ   =  c )4(tanπ  

    c     =   0 
   tan x tan y   =  1 
 

แบบฝกหัด 4.2 
 

จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปน้ี 
1. (x + 1)2dx + y4dy = 0 

2. xy′ = y2 - 6y + 9 

3. y dy + 
2x1

xdx
−

 = 0 

4. dx
dy  = ex+y 

5. x2(y + 1) dx + y2(x - 1) dy  =  0 
6. x ln x dy - ydx  =  0 

 MA 217  173

 



 

7. x sin y dx + (x2 + 1) cos y dy  =  0 
จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการตอไปน้ี 
8. (y + 2) dx + y(x + 4) dy  =  0  ,  y(-3)  =  -1 

9. dx
dy  =  2exy3  ,  y(0)  = 2

1  

10. sin2y dx + cos x dy  =  0    ,   y )4(π  = 4
π  

 
 

4.4   สมการเอกพันธ (Homogeneous equation) 
สมการเชิงอนุพันธซ่ึงไมสามารถหาคาํตอบโดยวิธีแยกตัวแปรได อาจจะใชวิธีการ

เปลี่ยนตัวแปรใหมแลวหาคําตอบไดถาสมการน้ันเปนสมการเอกพันธ  
นิยาม    ฟงกชัน f(x,y) เรียกวา เปนฟงกชันเอกพันธดีกรี   n   ถา f(kx,ky)  =  knf(x,y) 
เม่ือ k เปนคาคงตัว  n เปนจํานวนเต็มบวกหรือศูนย  
 
ตัวอยาง 1 ฟงกชันใดตอไปน้ีเปนฟงกชันเอกพันธ  เพราะเหตุใด 

1) f(x , y)   =   y3 - 3x2y 

2) h(x , y)   =  cos )yx
x( +  +5 

3) g(x , y)   =  xy - sin 2y 
 
วิธีทํา จากนิยามจะแทน x ดวย  kx  แทน y  ดวย ky  แลวดึง kn  ออก 

1) f(kx ,  ky)  = (ky)3 - 3(kx)2(ky) 
=  k3y3 - 3k3x2y 
=  k3(y3 - 3x2y) 
=  k3f(x , y) 

ดังน้ัน f(x , y) เปนฟงกชันเอกพันธดีกรี 3 
 

 2) h (kx , ky) =  cos )kykx
kx( +  + 5  
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    =  cos )yx
x( +  + 5 

    =  k°h(x , y) 
ดังน้ัน h(x , y) เปนฟงกชันเอกพันธดีกรี 0 

3) g(kx , ky)   =   )ky)(kx(  - sin 2ky 
   =  xyk  - sin 2ky 

   ≠ k ( xy - sin 2y) 
ดังน้ัน  g(x,y) ไมเปนฟงกชันเอกพันธ 

นิยาม สมการ M(x , y) dx + N(x , y) dy  =  0   เรียกวา  
สมการเอกพันธก็ตอเม่ือ M(x , y) และ N(x , y) เปนฟงกชันเอกพันธดีกรีเดียวกัน 
 
ตัวอยาง 2 y dx + (  - x) dy  =  0 เปนสมการเอกพันธ  xy
เพราะวา M(x , y)  =  y เปนฟงกชันเอกพันธดีกรี 1 และ N(x , y)  =   - x  เปน
ฟงกชันเอกพันธดีกรี 1 

xy

 
ตัวอยาง 3 (x2 + y2) dx + (x3 - 2xy2) dy  =  0  ไมเปนสมการเอกพันธเพราะวา  
  M(x , y)  =  x2 + y2  เปนฟงกชันเอกพันธดีกรี 2 
  N(x , y)   =  x3 - 2xy2   เปนฟงกชันเอกพันธดีกรี 3 
 
การหาผลเฉลยของสมการเอกพันธ 

สมการเอกพันธ  M(x , y) dx + N(x , y) dy   =   0 
โดยการเปลี่ยนตัวแปรใหม ให y = vx    v  เปนฟงกชันของ x  

  dx
dy   =   v + x dx

dv  

  dy   =   v dx + x dv 
แทนคา y  และ dy ในสมการแลวจะไดสมการแบบแยกตัวแปรได 

 
ตัวอยาง  4 จงหาผลเฉลยของสมการ 
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  y dx + ( xy  - x) dy   =   0 
วิธีทํา สมการที่กําหนดใหเปนสมการเอกพันธ 
  ให   y  =  vx 
        dy  = v dx + x dv 

แทนคา  vx dx + (x  - x)(v dx + x dv)     =   0 v
    xv v dx + x2( v -1) dv     =   0 

    dv
vv

)1v(
x
dx −+    =   0 

∫ ∫ ∫−+
vv

dv
v
dv

x
dx  =  c1 

ln |x| + ln |v| - (-2) 2
1

v
−

  =   c1 

v
2    =   -ln vxc 

vxc     =    v
2

e
−

 

      cy   =   x
y

2

e

−

 

       y   =   A y
x2

e
−

 
 
ตัวอยาง 5 จงหาผลเฉลยของสมการ 
   (4x - y) dx + (x + y) dy   =   0 
วิธีทํา สมการที่กําหนดใหเปนสมการเอกพันธ 
 ให    y   =   vx 
         dy   =   v dx + x dv  
แทนคา  (4x - vx) dx + (x + vx)(v dx + x dv)    =   0 

 x(4 + v2) dx + x2(1 + v) dv      =   0  

    dv2v4

)v1(
x
dx

+
++    =   0 
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∫ ∫ ∫ +
+

+
+ dv

4v
vdv

4v
1

x
dx

22      =   c1 

)42vln(2
1

2
varctan2

1xln +++    =   c1 

2

22

x
)x4y(lnx2

yarctanxln2 +++   =   c 

)yx4ln(x2
yarctan 22 ++     =   c 

 
 
ตัวอยาง 6 จงหาผลเฉลยของสมการ 
    (x3 + y3) dx + xy2dy   =   0 
วิธีทํา สมการที่กําหนดใหเปนสมการเอกพันธ  
  ให    y  =  vx 
         dy  =  v dx + x dv 
แทนคา  (x3 + v3x3) dx + x(v2x2)(v dx + x dv)   =  0 

(x3 + 2x3v3) dx + v2x4dv  =  0 
x3(1 +2v3) dx + v2x4 dv  =  0 

dv
v21

v
x
dx

3

2

+
+    =  0 

ln x + 6
1 ln (1 + 2v3)    =   c1 

ln x6 + ln (1 + 2v3)       =   ln c 

    ln x6 )
x

y21( 3

3+   =  c 

     x6 + 2x3y3  =  c 
สมการเชิงเสนไมเปนเอกพันธ 
 สมการเชิงเสนแตไมเปนเอกพันธอยูในรูป 

(a1x + b1y + c1) dx + (a2x + b2y + c2) dy  =  0 
เม่ือ a1 , a2 , b1 , b2 , c1 , c2  เปนคาคงตัว โดยการเปลี่ยนตัวแปรใหมจะเปลี่ยนสมการ

 MA 217  177

 



 

การหาผลเฉลยของสมการมี 2 กรณี 

กรณี 1  ถา   ≠   
2

1
a
a

2

1
b
b

ให   x  =  X + h 
  y  =  Y + k 

เม่ือ  h , k  คลองตามสมการ 
   a1h + b1k + c1  =  0 
   a2h + b2k + c2  =  0 
แทนคา x , y ในสมการ จะไดสมการเอกพันธ  
   (a1X + b1Y) dX + (a2X + b2Y) dY  =  0 
ใชวิธีหาผลเฉลยของสมการเอกพันธในตัวแปร X,Y แลว จึงแทนคา X = x-h , Y  = y-k  

กรณี 2   ถา   =   = k 
2

1
a
a

2

1
b
b

178  MA 217 

 ให Y  =  a1x + b1y  จะได   = a1 + b1  dx
dY

dx
dy

หรือให   Y  =  a2x + b2y   จะได     =  a2 + b2  dx
dY

dx
dy

หา   ในเทอมของ    แลวแทนในสมการ จะไดสมการแบบแยกตัวแปรได dx
dy

dx
dY

 
ตัวอยาง 7 จงหาผลเฉลยของ 
   (x + 2y - 5) dx - (2x + y - 4) dy  =  0 
วิธีทํา เทียบกับสมการ 
  (a1x + b1y + c1) dx + (a2x + b2y + c2) dy   =  0 
จาก (x + 2y - 5) dx + (-2x - y + 4) dy  =  0 
ในท่ีน้ี a1 = 1 , b1 = 2 , a2 = -2 , b2 = -1 

  
2

1
a
a

 ≠ 
2

1
b
b

 

ให   x  =  X + h  ,  y = Y + k 

 



 

เม่ือ  h , k   คลองตามสมการ 
  h + 2k - 5   =  0 
  -2h - k + 4   =  0 
แกสมการจะได   h  =  1  ,  k  =  2 
ดังน้ัน   x  = X + 1 ,   y  = Y + 2 
แทน x , y ในสมการจะได  

 (X + 2Y) dX  + (-2X - Y) dY   =  0 
ให   Y  = VX 

    dY  =  VdX + XdV 
(X + 2VX) dX + (-2X - VX)(VdX + XdV)   =  0 

X(1-V2)dX – X2(V+2)dV  =  0 

dV
V1

)2V(
X
dX

2−
+−  =  0 

dV)1V)(V1(
)2V(

X
dX

+−
++   =  0 

dV))1V(2
1

)1V(2
3(X

dX
+−−+   =  0 

∫ ∫ ∫ +
+−−

−+ 1V
)1V(d

2
1

1V
)1V(d

2
3

X
dX   =   c1 

ln |X| + 2
3 ln |V - 1| - 2

1 ln |V + 1|  =   c1 

2ln |X| + 3 ln |V - 1| - ln |V + 1|  =   c 

1V
)1V(Xln
32

+
−   =  c 

)1X
Y(

)1X
Y(X 32

+

−
   =  c 

)XY(
)XY( 3

+
−    =  c 

(y - x - 1)3    =  cy + x - 3 
(x - y - 1)3  +  c(x + y - 3)  =  0 
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ตัวอยาง 8 จงหาผลเฉลยของสมการ 
   (x + 2y + 3) dx + (2x + 4y - 1) dy   =  0 
วิธีทํา ในท่ีน้ี a1 = 1 , b1 = 2 , a2 = 2 , b2 = 4 
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 และ    =   
2

1
a
a

2

1
b
b

 ให   Y    =  x + 2y 
  dY  =  dx + 2dy 

  dy   =  2
dxdY−  

แทนคาในสมการ 

(Y + 3) dx + (2Y - 1) )2
dxdY( −  = 0 

7dx + (2Y - 1) dY 
7x + Y2 - Y  = c 
7x + (x + 2y)2 + (x + 2y) =  c 
x2 + 4xy + 4y2 + 6x - 2y  =  c 
 

แบบฝกหัด 4.3 
จงหาผลเฉลยของสมการตอไปน้ี 

1. dx
dy  =  )x

y
y
x(2

1 +  

2. (x2-3y2) dx + 2xy dy = 0 

3. dx
dy   =  x

ye x
y
+  

4. (x-y) dx + (x + 9y) dy  =  0 
5. (x3 + y3 dx - 3xy2 dy  =  0 

6. (y+ 22 yx + ) dx - x dy = 0  เม่ือ  y(2) = 0 
7. (x2 + 3y2) dx - 2xy dy  =  0   เม่ือ   y(2)  =  6 

 



 

8. (x - y - 1) dx + (x + 4y - 1) dy  =  0 
9. (3x - 7y + 7) dx + (7y - 3x + 3) dy  =  0 
10. (3x - y + 1) dx - (6x - 2y - 3) dy  =  0 
11. (3x - y - 6) dx + (x + y + 2) dy = 0    เม่ือ y(2) = -2 
12. (2x + 3y + 1) dx  + (4x + 6y + 1) dy  =  0 

 
 
 
 
4.5 สมการแบบแมนตรง (Exact equations) 
นิยาม  สมการ M(x , y) dx + N(x , y) dy = 0 เปนสมการแบบแมนตรง ก็ตอเม่ือมี
ฟงกชัน      u(x , y)  ซ่ึง du (x , y)  =  M(x , y) dx + N(x , y) dy 
 
ตัวอยาง 1 สมการ 2xy dx + x2dy  =  0    เปนสมการแบบแมนตรง  

เพราะวาถาให  u(x , y)  =  x2y 
จะเห็นวา  du(x , y)   =   d(x2y)  

    =   2xy dx + x2 dy 
ผลเฉลยของสมการคือ    =  c ∫ )y,x(du
น่ันคือ  u(x , y)  =  x2y  =  c 
ในการตรวจสอบวาสมการใดเปนสมการแบบแมนตรงจะใชทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท ให  M(x , y) , N(x , y)  ,   ,    เปนฟงกชัน

ตอเน่ือง   สมการ M(x , y) dx + N(x , y) dy  = 0  เปนสมการแบบแมนตรงก็ตอเม่ือ      

 =    

)y,x(M
y∂
∂ )y,x(N

x∂
∂

y
M
∂
∂

x
N
∂
∂

พิสูจน กําหนดให  M(x , y) dy + N(x , y) dy  =  0  เปนสมการแบบแมนตรง  โดย
นิยามมีฟงกชัน u(x , y) ซ่ึง  

 du(x , y)   =   M(x , y) dx + N(x , y) dy  
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แต du(x , y) =  +  dx )y,x(
x
u
∂
∂ dy )y,x(

y
u
∂
∂

ดังน้ัน    =  M(x,y) )y,x(
x
u
∂
∂

  )y,x(
y
u
∂
∂   =  N(x,y) 

และ    =   ,   =   
xy

u2

∂∂
∂

y
M
∂
∂

yx
u2

∂∂
∂

x
N
∂
∂

แต    =   
xy

u2

∂∂
∂

yx
u2

∂∂
∂

ดังน้ัน    =       
y
M
∂
∂

x
N
∂
∂

กําหนดให =  จะแสดงวา  M(x , y) dx + N(x , y) dy  =  0    เปนสมการแบบ

แมนตรง   น่ันคือจะหา  u(x , y) ซ่ึง =  M  และ   =  N 

y
M
∂
∂

x
N
∂
∂

x
u
∂
∂

y
u
∂
∂

การหา u(x , y)  คลองกับสมการ    =  M หรือ    =   N  สมการใดสมการหน่ึงทํา

ไดไมยาก แตในการหา u(x,y) ใหคลองตามสองสมการ จะสมมติวา มี u(x,y) ซ่ึง  
x
u
∂
∂

y
u
∂
∂

   
x
u
∂
∂    =  M(x,y) 

   u(x,y)  =  ∫ φ+∂ )y(x)y,x(M  

จะได    =   
y
u
∂
∂ ∫

φ+∂∂
∂

dy
d

x)y,x(M
y

เราตองการ  N(x,y)  =  ดวย 
y
u
∂
∂

ดังน้ัน  N(x,y)   =    ∫
φ+∂∂

∂
dy
d

x)y,x(M
y

หรือ    =  N(x,y) -  dy
dφ

∫ ∂∂
∂ x)y,x(M
y

เน่ืองจาก φ(y) เปนฟงกชันของ y อยางเดียว ดังน้ัน  เปนฟงกชันไมข้ึนอยูกับ x    dy
dφ
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∫∂
∂ ∂x)y,x(My

∫ ∂∂
∂−∂

∂ x

a
]x)y,x(M

y
)y,x(N[

x
   =  ∫ ∂∂∂

∂−∂
∂ xM

yxx
N 2

 

     =  ∫ ∂∂∂
∂−∂

∂ xM
xyx

N 2
 

     =  
y
M

x
N

∂
∂−∂

∂  = 0 

น่ันคือ  N(x,y) -   ไมข้ึนอยูกับ x  ∫∂
∂ ∂xMy

ให   φ(y)  =   ∫ ∫ ∂∂
∂− dx )x

y
MN(

แทนคา  φ(y) จะได u(x,y)  

u(x,y)  =   ∫ ∫ ∫ ∂∂
∂−+∂ dy )x

y
MN(xM  

ซ่ึง u(x,y) จะคลองตาม  = M และ  = N  
x
u
∂
∂

y
u
∂
∂

 
ตัวอยาง 2 จงตรวจสอบวาสมการตอไปน้ี สมการใดเปนสมการแบบแมนตรง  

1) 2xy dx + x2dy  =  0 
2) (x + ey) dx - xeydy  =  0 
3) (3x2 + y cos x) dx + (sin x - 4y3) dy  = 0 

วิธีทํา 1) ในท่ีน้ี M(x , y) = 2xy 
   N(x,y) = x2 

   
y
M
∂
∂  = 2x =  

x
N
∂
∂  

ดังน้ันสมการ (1) เปนสมการแบบแมนตรง  
ในท่ีน้ี  M(x , y)  =  x + ey  2) 

N(x , y)  = -xey  

   
y
M
∂
∂   =  ey 
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x
N
∂
∂      =  -ey 

ดังน้ันสมการ (2) ไมเปนสมการแบบแมนตรง  
ในท่ีน้ี  M(x , y)  =  3x2 + ycos x 3) 

N(x , y)  =  sin x – 4y3 

   
x
N
∂
∂  = cos x = 

x
N
∂
∂  

 
 
 
การผลเฉลยของสมการแบบแมนตรง  ทําได 2 วิธี 
วิธีที่ 1  โดยการจัดกลุมของตัวแปร เพื่อหาผลปริพันธไดทันที เน่ืองจาก ถาสมการ       
M(x , y)dx + N(x , y) dy  =  0 เปนสมการแบบแมนตรงแลว จะมี u(x , y) ซ่ึง  
   du(x , y)  =  M(x , y) dx + N(x , y) dy 
เชน  2xy dx + (x2 - y) dy  =  0  เปนสมการแบบแมนตรง  
  (2xy dx + x2dy) - y dy  =   0 
          d(x2y) - y dy  =  0 

หรือ    d(x2y- )  =  0 2
y2

x2y - 2
y2

  =  c 

วิธีที่ 2 ใชนิยามสมการแมนตรงหา ถา M(x , y) dx + N(x , y) dy = 0 เปนสมการแบบ
แมนตรง จะมี u(x , y) ซ่ึง  
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x
u
∂
∂   =  M(x,y)  และ  = N(x,y) 

y
u
∂
∂

จะได  u(x,y) =  แลวหา  ใหเทากับ N(x,y)  ∫ φ+∂ )y(x)y,x(M
y
u
∂
∂

หา φ(y) ได เชน ตัวอยางเดิมท่ีใชวิธีท่ี 1 แลว  
 2xy dx + (x2 - y) dy  =  0  เปนสมการแบบแมนตรง  

ดังน้ันจะมี u(x,y) ซ่ึง  = M(x,y) = 2xy     ← 
x
u
∂
∂

 



 

และ  =  N(x , y)  =  x2 - y     ↑ 
y
u
∂
∂ 

จาก ←  จะได u(x,y)  =  ∫ φ+∂ )y(xM
   =  ∫ φ+∂ )y(xxy2  

   =  x2y + φ(y) 

แลวหา    =   (x2y + φ(y)) 
y
u
∂
∂

y∂
∂

   =  x2 + dy
dφ

 

ซ่ึงจะเทากับสมการ  ↑  

  x2 - y  =  x2 + dy
dφ

 

  dy
dφ

 =  -y  

  φ(y)  =    =  -∫ − ydy 2
y2

 + c0 

  u(x,y) =  x2y - 2
y2

 + c0 

ผลเฉลยของสมการคือ  u(x , y)  =  c1  

  x2y - 2
y2

 + c0  =  c1 

  x2y - 2
y2

  =  c 

 
ตัวอยาง 3 จงหาผลเฉลยของ (y cos xy + 1) dx + x cos xy dy  =  0  
วิธีทํา ในท่ีน้ี   M(x , y)  =  y cos xy + 1 
  N(x , y)   =  x cos xy 

y
M
∂
∂   =  cos xy - xy sin xy  =  

x
N
∂
∂  

ดังน้ันสมการนี้เปนสมการแบบแมนตรง  
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วิธีทํา โดยการจัดกลุมเทอม 
  (y cos xy + 1) dy + x cos xy dy    =  0 
  (y cos xy dx + x cos xy dy) + dx   =  0 
  cos xy(y dx + x dy) + dx     =  0 
              cos xy d(xy) + dx   =  0 
หาปริพันธจะได  
   ∫ ∫+ dx)xy(xydcos       =   c 
    sin xy + x      =   c 
 
 

วิธีที่ 2  จะหา u(x , y) ซ่ึง   =  M(x , y)  =  y cos xy + 1 
x
u
∂
∂

และ   = N(x,y)  =  x cos xy 
y
u
∂
∂ 

จาก     =  ycos xy  + 1 
x
u
∂
∂

  u(x , y)   =  ∫ φ+∂+ )y(x)1xycosy(  
    =  ∫ φ∫ +∂+∂ )y(x)xy(xycos  

    =  sin xy + x + φ(y) 

y
u
∂
∂   =  xcos xy + dy

dφ
 

x cos xy + dy
dφ

 =  x cos xy 

    dy
dφ

    =   0 

    φ(y)    =   c0 
       u(x,y)  =  sin xy + x + c0 

ผลเฉลยคือ   u(x , y)  =  c1  
 sin xy + x + c0  =  c1 
       sin xy + x    =  c 
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ตัวอยาง 4 จงหาผลเฉลยของ (x2 + 2ye2x)y′ + 2xy + 2y2e2x = 0 
วิธีทํา จัดสมการใหม  
  (2xy + 2y2e2x) dx + (x2 + 2ye2x) dy  =  0 

ในท่ีน้ี   M(x,y)  =  2xy + 2y2e2x  
  N(x,y)  = x2 + 2ye2x 

y
M
∂
∂   =  2x + 4ye2x  =  

x
N
∂
∂  

สมการนี้เปนสมการแบบแมนตรง  
 
วิธีที่ 1 โดยการจัดกลุมเทอม 
  (2xy dx + x2dy) + (2y2e2xdx + 2ye2xdy)  =  0 
   d(x2y) + d(e2xy2)      =   0 

       =   c ∫ ∫+ )ye(d)yx(d 2x22

           x2y + e2xy2     =   c 
วิธีที่ 2 เน่ืองจากเปนสมการแบบแมนตรง มี  u(x , y) ซ่ึง  
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x
u
∂
∂  = M  และ  =  N  

y
u
∂
∂

  
x
u
∂
∂   = 2xy + 2ye2x 

  u(x , y)  =  ∫  φ+∂+ )y(x)ye2xy2( x2

    =  x2y + ye2x + φ(y) 

y
u
∂
∂   =   x2 + e2x + dy

dφ
  =  x2 + 2ye2x 

  dy
dφ

 =  2ye2x - e2x 

  φ(y) =  y2e2x – e2xy 

แทนคา φ(y)  
 u(x,y)  = x2y + ye2x + y2e2x - ye2x 

 



 

  = x2y + y2e2x  
ผลเฉลยคือ x2y + y2e2x  =  c 
 
ตัวอยาง 5 จงหาผลเฉลยของ  

  (2x cos y + 3x2y) dx + (x3 - x2sin y - 2y) dy  =  0  เม่ือ y(0) =  3 
วิธีทํา  ในท่ีน้ี   M(x , y)  =  2x cos y + 3x2y 

  N(x,y)   =   x3 - x2sin y - 2y 

 
y
M
∂
∂   =  -2x sin y + 3x2  =  

x
N
∂
∂  

สมการนี้เปนสมการแบบแมนตรง  
 
วิธีทํา โดยการจัดกลุมเทอม  

 (2x cos y dx - x2sin y dy) + (3x2y dx + x3dy) – 2y dy = 0 

 d(x2cos y) + d(x3y) - d(y2)  =  d(c) 

หาปริพันธตลอดจะได  
   x2cos y + x3y - y2  =  c 
เม่ือ    x  =  0  ,  y  = 3  จะได   c  =  -9 
ผลเฉลยคือ   x2cos y + x3y - y2 + 9   = 0 

วิธีทํา ให u(x,y) คลองตาม  =  M และ  = N  
x
u
∂
∂

y
u
∂
∂

 
x
u
∂
∂  =  2xcos y + 3x2y 

 u(x,y)  = ∫ φ+∂+ )y(x)yx3ycosx2( 2  

  =  x2cos y + x3y   + φ(y) 

 
y
u
∂
∂  =  -x2sin y + x3 + dy

dφ
  =   x3 - x2sin y - 2y 

 dy
dφ

  =  -2y 
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 φ(y)  =  -y2 
u(x,y)   =   x2cos y  + x3y - y2  =  c  

เม่ือ    x  =  0  ,  y  =  3   จะได  c  =  -9  
ผลเฉลยคือ  x2cos y  +  x3y - y2 + 9  =  0 
 
 
 
 
 
แบบฝกหัด 4.4 

จงตรวจสอบวาสมการใดตอไปน้ีเปนสมการแบบแมนตรง และจงหาผลเฉลยของ 
สมการแบบแมนตรงดวย 

1. (x + 2y) dx + (2x + y) dy   =  0 
2. (3x2y + 1) dx - (x3 + y) dy  =  0 
3. (x - 2xy - 3) dx – (x2 + 3y - 1) dy =  0 
4. (ye-x - sin x) dx - (e-x + 2y) dy  = 0 
5. (2xy4 + sin y) dx + (4x2y3 + x cos y) dy  =  0 

6. (y2
2xye + 4x3) dx + (2xy

2xye - 3y2) dy  =  0 
จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการตอไปน้ี 
7. 2xy dx + (x2 + 1) dy  =  0  ,  y(1) = -1 
8. (2xy + ey) dx  + (x2 + xey) dy  =  0  ,  y(1)  =  ln 2 

9. ( 2x
y -3yx2) dx – (x3+cosy + x

1 ) dy = 0 ,  y(2) = 0 
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4.6 ตัวประกอบปริพันธ (Integrating Factors) 

สมการ M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0  เม่ือ  ≠    สมการน้ีไมเปนสมการแบบ

แมนตรง เชน สมการ 2ydx + xdy = 0   ไมเปนสมการแบบแมนตรง แตถาคูณสมการ
ดวย x จะไดสมการ  

y
M
∂
∂

x
N
∂
∂

   2xy dx + x2dy   =  0 
ซ่ึงเปนสมการแบบแมนตรง เราเรียกฟงกชันที่คูณสมการท่ีไมเปนสมการแบบแมนตรง
แลวทําใหสมการใหมเปนสมการแบบแมนตรงวา ตัวประกอบปริพันธ 
 
นิยาม ถาสมการ  M(x , y) dx + N(x , y) dy  =  0 
ไมเปนสมการแบบแมนตรง แตมี  μ (x , y)  ซ่ึง  

 μ (x , y)M(x , y) dx + μ(x , y) N(x , y) dy  =  0 
เปนสมการแบบแมนตรง แลวเรียก μ (x , y) วา ตัวประกอบปริพันธของสมการ 

 
การหาตัวประกอบปริพันธ 

 สมการ M(x , y) dx + N(x , y) dy  = 0  ไมเปนสมการแบบแมนตรง  
แตสมการ μ (x , y)M(x , y) dx + μ (x , y)N(x , y) dy  = 0  เปนสมการแบบแมนตรง  
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ดังน้ัน   (μ (x , y) M(x , y))  =  (μ (x , y)N(x , y)) 
y∂
∂

x∂
∂

หรือ  M(x , y)  + μ (x , y)  =  N(x , y) + μ (x , y)  
y∂
∂μ

y
M
∂
∂

x
μ
∂
∂

x
N
∂
∂

μ (x,y) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M  =  

y
xM

x
N ∂

∂−∂
∂μ  

x
N

y
M

∂
∂−∂

∂   =   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂−∂

∂ μμ
μ y

M
x

N1  

ในท่ีน้ีจะพิจารณาเม่ือ μ (x,y) เปนฟงกชันของ x อยางเดียว หรือฟงกชันของ y อยางเดียว 
 
 
 
กรณี 1    ถา μ  เปนฟงกชันของ x อยางเดียว 

   
y∂
∂μ    =   0 

x
N

y
M

∂
∂−∂

∂   =  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂μ

μ x
N  

dx
d1 μ

μ    =  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1    

)(lndx
d μ  =  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1  

ให  f(x)  =  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1

 )(lndx
d μ  = f(x) 

d (ln μ)  =  f(x) dx 
ln μ = ∫ + cdx)x(f  

μ =   ∫ dx)x(fke
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กรณีที่ 2 ถา μ เปนฟงกชันของ y อยางเดียว  

    
x∂
∂μ

     =   0 

   )(lndy
d μ    =   ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
y
M

x
N

M
1  

ให    g(y)  =   ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
y
M

x
N

M
1

μ =  ∫ dy  )y(gke
 
 
 

ทฤษฎีบท สมการ M(x , y) dx + N(x , y) dy  =  0  ถา   = f(x)  

เปนฟงกชันของ x อยางเดียว ตัวประกอบปริพันธ คือ μ =  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1

∫ dx)x(fe

ถา  = g(y)  เปนฟงกชันของ y อยางเดียว ตัวประกอบปริพันธคือ       

μ =  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
y
M

x
N

M
1

∫ dy)y(ge
 
ตัวอยาง 1 จงหาผลเฉลยของสมการ  (2x2 + y) dx + (x2y - x) dy = 0 
วิธีทํา ในท่ีน้ี  M(x,y)  =  2x2 + y 
  N(x,y) = x2y - x 

 
y
M
∂
∂  =  1  ,  

x
N
∂
∂  =  2xy - 1  

สมการน้ีไมเปนสมการแบบแมนตรง  

พิจารณา    =  (1 - (2xy - 1)) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1

xyx
1

2 −
    =  )1xy(x

)xy1(2
−
−  
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    =  x
2−    เปนฟงกชันของ x อยางเดียว 

ตัวประกอบปริพันธ คือ   μ =   ∫ − dxx
2

e

    =  xln2e−  

    =  
2xlne

−
 

    = 2x
1  

คูณสมการดวย   2x
1

 (2 + 2x
y ) dx + (y - x

1 ) dy = 0 

สมการน้ีเปนสมการแบบแมนตรง เพราะวา  

 )
x
y2(

y 2+∂
∂   =   2x

1  =  )x
1y(

x
−∂

∂  

 จัดสมการใหม  

 2dx+ )x
dydx

x
y( 2 −  +  ydy = 0 

 d(2x) + d ( x
y

− ) + d )2
y(

2

  =  d(c) 

2x - x
y  + 2

y2

  =  c 

 
ตัวอยาง 2 จงหาผลเฉลยของสมการ 

 dxx
y + (y – ln x) dy = 0 

วิธีทํา ในท่ีน้ี M(x,y) =  x
y

  N(x,y) = y – ln x  

  
y
M
∂
∂  =  x

1   แต   =   
x
N
∂
∂

x
1−

พิจารณา    =    =   ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
y
M

x
N

M
1 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− x

1
x
1

y
x

y
2−
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ตัวประกอบปริพันธ    =   =  ∫ − dyy
2

e yln2e− 2y
1

คูณสมการดวย   จะได  2y
1

  dy )
y

xln
y
1(dxxy

1
2−+  =  0 

dyy
1)dy

y
xlndxxy

1( 2 +−  = 0 

d )y
xln( + d(ln y)  =  d(c) 

หาปริพันธได  

  y
xln + ln y = c 

ตัวอยาง 3 จงหาผลเฉลยของสมการ  y′  =  e2x + y - 1  

วิธีทํา จัดสมการ  (e2x + y - 1) dx - dy = 0 

 M(x,y) = e2x + y - 1 

 N(x,y) =  -1 

y
M
∂
∂  = 1  , 

x
N
∂
∂  = 0 

พิจารณา    =   (1 - 0) =  -1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1

1
1
−

ตัวประกอบปริพันธ คือ   =  e
-x
 ∫ − xe d

คูณสมการดวย e
-x
  

 (e
x + ye

-x
- e

-x
) dx - e-x

dy = 0 

 e
x
dx + (ye

-x
dx - e-x

dy) - e-x
dx = 0 

 d(e
z
) + d(- ye-x

) + d(e
-x
) = dc 

 e
x - ye-x + e

-x
 = c 

 
ในการหาตัวประกอบปริพันธ อาจจะใชวิธีสังเกตกลุมเทอม โดยการจัดกลุมเทอม
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กลุมเทอม ตัวประกอบปริพันธ  อนุพันธแบบแมนตรง 

x dy – y dx  2x
1    2x

ydxxdy −  =  d )x
y(  

x dy – y dx  2y
1    2y

)xdyydx( −−  =  -d )y
x(  

x dy – y dx  xy
1    x

dx
y
dy −  = d )x

y(ln  

x dy – y dx  22 yx
1
+

  22 yx
ydxxdy

+
−  = d )x

y(arctan  

x dy + y dx  n)xy(
1     

1n   ,   ]
)xy)(1n(

1[d

1n   ,   )]xy[ln(d

1n⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
−
−

=

−
 

 

x dx + y dy  n)y(x
1

22
+

    
1n, ]

)yx)(1n(2
1[d

1n   ,   )]yln(x2
1[d

1n22

22

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
+−

=+

−
 

 

ตัวอยาง   จงหาผลเฉลยของสมการ x dy – y dx + (1 - x2) dx = 0 

วิธีทํา ในสมการน้ีมีกลุมเทอม  x dy – y dx  ดังน้ันควรคูณสมการดวย  เน่ืองจาก

เทอมท่ีเหลือคือ (1 - x2) dx 

2x
1

 dx
x

)x1(
x

)ydxxdy(
2

2

2
−+−   =   0 

 dx
x
dx)x

y(d 2 −+     =   0 

 dx)x
1(d)x

y(d −−    =  0 
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  xx
1

x
y −−   =  c 

ตัวอยาง   จงหาผลเฉลยของสมการ y dx + x(1 - 2x2y2) dy = 0 

วิธีทํา จัดสมการใหม (y dx + x dy) - 2x3y2dy = 0 

คูณสมการดวย    3)xy(
1

  dyy
2

)xy(
xdyydx
3 −+  =  0 

  d ]
yx2

1[ 22−  - 2 d(ln y) = d(c) 

  - 22yx2
1  - 2 ln y = c 

  4 ln y = ln c - 22yx
1  

  y4  =  2y2x
1

ce
−

 
 

ตัวอยาง  จงหาผลเฉลยของสมการ (x + y) dx - (x - y) dy = 0 
วิธีทํา จัดสมการใหม 

  (x dx + y dy) - (x dy – y dx) = 0 

คูณสมการดวย    22 yx
1
+

  2222 yx
)ydxxdy(

yx
ydyxdx

+
−−

+
+  = 0 

)x
y(arctand)]yxln(2

1[d 22 −+   =  0 

 2
1 ln (x2+y2)-arc tan x

y  = c 

 ln (x2+y2)  =  ln c + 2 arc tan x
y  

 x2+y2 = x
y

arctan2ce  
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แบบฝกหัด 4.5 
จงหาตัวประกอบปริพันธแลวหาผลเฉลยของสมการขอตอไปน้ี 

1. (x - y2) dx + 2xy dy = 0 

2. (2x3 + 3y) dx + (3x + y - 1) dy = 0 

3. (y2cos x - y) dx + (x + y2) dy  =  0 

4. (1 - xy) dx + (xy - x2) dy  =  0 

5. 2y dx + (3 - x - 2) dy  =  0 

6. dxx
y + (y - ln x) dy = 0 

7. (y cot x - 3ecosx) dx + dy  = 0 

8. dx )x
2

x
y( + + (y - ln x) dy = 0 

 
จงหาผลเฉลยของสมการโดยหาตัวประกอบปริพันธใชการสังเกตกลุมเทอม 
9. x dx + y dy = (x2+y2)dx 
10. x dy - y dx  =  x2exdx 
11. y dx - x dy + ln x dx  =  0 
12. (x3y - y2) dx  - (x4 + xy) dy = 0 
13. y dx + x(1 - 3x2y2) dy = 0 
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4.7 สมการเชิงเสน (Linear equations) 
นิยาม สมการเชิงอนุพันธอันดับหน่ึงเรียกวา สมการเชิงเสน ถาจัดอยูในรูป                     

+ P(x)y = Q(x)  วิธีหาผลเฉลยของสมการ ทําโดยจัดสมการใหม  dx
dy

    [P(x)y - Q(x)] dx + dy  =  0 
จากสมการ  M(x , y) dx + N(x , y) dy  = 0 

จะได  M(x , y)  =  P(x)y - Q(x) 
 N(x,y)    =  1 
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y
M
∂
∂       =   P(x)  และ   = 0 

x
N
∂
∂

พิจารณา   =  P(x) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∂
∂−∂

∂
x
N

y
M

N
1

ซ่ึงเปนฟงกชันของ x อยางเดียว ดังน้ันตัวประกอบปริพันธคือ  คูณสมการดวย
ตัวประกอบปริพันธ จะได  

∫ dx)x(Pe

 ∫∫ + dx)x(Pdx)x(P ye)x(Pdx
dye   =  Q(x)  ∫ dx)x(Pe

  )ye(dx
d dx)x(P∫  =  Q(x)  ∫ dx)x(Pe

 



 

  d   =  Q(x) dx )ye( dx)x(P∫ ∫ dx)x(Pe
หาปริพันธเทียบกับ x  

   =  ∫  ∫ dx)x(Pye +∫ Cdxe)x(Q dx)x(P

   y  =    
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ ∫ +∫∫− Cdxe)x(Q e dx)x(Pdx)x(P

เปนผลเฉลยของสมการเชิงเสน 
 
ตัวอยาง 1 จงหาผลเฉลยของสมการ  

   (x4 + 2y) dx - x dy  =  0 
วิธีทํา จัดสมการใหม  

   yx
2

dx
dy −    =    x3 

 สมการน้ีเปนสมการเชิงเสนอันดับหน่ึง  

   P(x)  =  x
2−  ,  Q(x) = x3 

ตัวประกอบปริพันธคือ   =   ∫ dx)x(Pe ∫ − dxx
2

e 

       =  e
-2lnx

 

       =  
2xlne

−
 = x

-2
 = 2x

1  

คูณสมการดวย   2x
1 

   )y
x
1(dx

d
2     =   x 

y
x
1
2  =    = ∫ xdx C2

x2
+  

  y  =  2
x4

+ cx2 

 
ตัวอยาง 2 จงหาผลเฉลยของสมการ  
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    y)x
2x(dx

dy ++   =   e
-x
 

วิธีทํา สมการน้ีเปนสมการเชิงเสนอันดับหน่ึง  

  P(x)  =  x
2x +  

  Q(x)  =  e
-x 

ตัวประกอบปริพันธคือ    ∫ dx)x(Pe
 

  =  ∫ + dx)x
2x(

e  

  =  
∫ ∫+ x

dx2dx
e  

  =   xln2xe +

  =  ex 
•  =  x2ex 

2xlne
คูณสมการดวย  x2ex จะได  

 dx
d (x2exy) = x2 

 x2exy  =  ∫ dxx2

  =  C3
x3

+  

 

 y  = 2

xx

x
ce

3
xe −−

+  

 
ตัวอยาง 3    จงหาผลเฉลยของสมการ 

   (cos2x - ycos x) dx + (1 + sin x) dy  =  0 
เม่ือ y(0) = 3  

วิธีทํา จัดสมการใหม   =  dx
dy

xsin1
xcosyxcos2

+
−
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       =  yxsin1
xcos

xsin1
xcos2

+−+  

 

 



 

  yxsin1
xcos

dx
dy

++  =  xsin1
xcos2

+  

สมการน้ีเปนสมการเชิงเสนอันดับหน่ึง ตัวประกอบปริพันธ คือ  

 
dxxsin1

xcos
e ∫ +    =   

∫ +
+

xsin1
)xsin1(d

e  

   =    =  1+ sin x )xsin1ln(e +

คูณสมการดวย (1 + sin x) 

 )y)xsin1((dx
d +   = cos2x 

(1 + sin x )y  =  ∫ xdxcos2

  =  ∫ + dx)1x2(cos2
1  

  =  C2
x

4
x2sin ++  

  =  C2
x

2
xcosxsin ++  

2(1 + sin x)y  =  sin x cos x + x + C 
แทนคา y(0) = 3 
 (2)(3) = C 
ผลเฉลยคือ  
 2(1 + sin x) y = sin x cos x + x + 6 
 

สมการแบรนูลลี (Bernoulli  Equation) 
 สมการแบรนูลลี เปนสมการเชิงอนุพันธท่ีใชวิธีเปลี่ยนตัวแปรใหมใหเปนสมการ
เชิงเสนได  
นิยาม สมการในรูป 

  dx
dy + P(x) y   =   Q(x) yn  

เม่ือ n เปนคาคงตัว เรียกวา สมการแบรนูลลี 
ถา n = 0 จะไดสมการเชิงเสน 

  dx
dy +P(x)y = Q(x) 
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ถา n = 1 จะได  

  dx
dy +P(x)y  = Q(x)y 

หรือ + (P(x)-Q(x)) = 0 dx
dy

ซ่ึงหาผลเฉลยโดยการแยกตัวแปรได  

ถา  n  ≠ 1  จากสมการจะได  

    y
-n
dx
dy  + y

-n+1
P(x)   =   Q(x) 

สมมุติตัวแปรใหม ให  v = y
1-n

 

    dx
dv   =  (1 - n)y

-n
dx
dy  

แทนคาในสมการ  

 
dx

dv

n1

1

− +P(x)v   =  Q(x) 

 
dx

dv  + (1 - n)P(x)v  = (1 - n)Q(x) 

ให   P1(x)  = (1 - n)P(x) 

 Q1(x) = (1 - n)Q(x) 

จะไดสมการเชิงเสน  

 
dx

dv  + P1(x)v  =  Q1(x) 

 
ตัวอยาง 4 จงหาผลเฉลยของสมการ 

    ydx
dy −   =  y

x  

วิธีทํา   =  xy
-1

  ydx
dy −

เทียบกับสมการ + P(x)y  =  Q(x)yn  dx
dy

ในท่ีน้ี   n  = -1 

ดังน้ันให   v  =  y
1-n

  =  y
1-(-1)  =  y2 
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หรืออาจจะจัดสมการท่ีกําหนดใหอยูในรูป 

    y dx
dy  - y2 = x 

แลวให  v = y2  

    
dx

dv  =  2y dx
dy  

แทนคาในสมการจะได  

    v
dx

dv

2

1 −  =   x 

    
dx

dv  - 2v    =  2x 

ซ่ึงเปนสมการเชิงเสนตัวประกอบปริพันธ คือ e
-2x  

คูณสมการดวย e
-2x

  

 )ve(
dx

d x2−  =  2xe
-2x

 

 e
-2x

v  =  ∫ − dxxe2 x2

  =  C)4
e

2
xe(2

x2x2
+−−

−−
 

 v(x)  =  -x - 2
1  + Ce2x 

 y2  =  -x - 2
1  + Ce2x 

 
ตัวอยาง 5 จงหาผลเฉลยของ  

    dx
dy  +  y  =  y2e2x 

วิธีทํา จัดสมการใหม  

   y
-2

dx
dy  + y

-1
  =  e2x  

ให   v  =  y
-1

  

 
dx

dv  = -y-2 
dx

dv  

แทนคาจะได  
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dx

dv−  + v  =  e2x 

 
dx

dv - v      =  -e2x 

ตัวประกอบปริพันธ คือ e
-x
 คูณสมการดวย e

-x
  

 dx
d (e

-x
v)  = -ex

  

  e
-x
v  = -  ∫ dxe

x

   =  ex+C 
  v(x) =  e2x + Cex 

  y  =  xx2 Cee
1
+

 

แบบฝกหัด 4.6 
 

จงหาผลเฉลยของสมการตอไปน้ี 

1. dx
dy  + 2xy   =   x 

2. x4

dx
dy  + 2x3y  =  1 

3. x3

dx
dy  + (2 - 3x2)y  =  x3 

4. dx
dy  + (tan x) y  =  cos x 

5. y′ =  x3 - 2xy 

6. y′ - 6x  = 10 sin 2x 

7. y′ + y  =  y2ex 

8. y′ - 2y cot 2x  =  1 - 2x cot 2x - 2cosec 2x 

9. y′- y  =  xy3 

10. y′ + y  =  y2(cos x - sin x) 

จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการตอไปน้ี  

204  MA 217 

 



 

11. dx
dyx - 2y = 2x4  , y(2) = 8 

12. dx
dy + x2

y  =  3y
x  , y(1) = 2 

 
 
 
 
 
 
 
4.8 การประยุกตทางเคมี 

การประยุกตทางเคมีของสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดับหน่ึงน้ัน สวนใหญเปน
เร่ืองสารผสม การทําปฏิกิริยาของสารเคมีสองชนิด การสลายตัวของสารกัมมันตภาพรังสี 
ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 
ตัวอยาง 1 ถังบรรจุนํ้าเกลือขนาด 100 แกลลอน มีเกลือละลายอยู 100 ปอนด ปลอย
นํ้าเขาถังดวยอัตราเร็ว 5 แกลลอนตอนาที คนสวนผสมใหเขากันแลวปลอยนํ้าเกลือออก
จากถังในอัตราเดียวกัน จงหาปริมาณเกลือในถังเม่ือเวลา t ใดๆ หลังจาก 1 ช่ัวโมง  ผาน
ไปจะมีเกลือเหลืออยูเทาใด 
วิธีทํา ให  x เปนปริมาณของเกลือในถังเม่ือเวลา t  
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 อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณเกลือ =  dt
dx

 =  อัตราของเกลือเขาถัง -  อัตราของเกลือออกจากถัง  
อัตราของเกลือเขาถัง =  0 ปอนด/นาที 

อัตราของเกลือออกจากถงั  =  )
นาที 1

แกลลอน 5)(แกลลอน 100
ปอนด x(

    =  20
x   ปอนด / นาที 

  dt
dx   =  0 - 20

x  

 



 

  x
dx   =  - 20

dt  

  ln |x|  =  - 20
t + ln c 

เม่ือ t = 0 , x = 100 
   ln 100  =  ln c  
   c  =  100 

   ln |x|   =  - 20
t + ln 100 

   ln |x| - ln 100  =  - 20
t  

   ln 100
x  =  - 20

t  

      100
x   =  20

t
e
−

 

206  MA 217 

 ดังน้ันปริมาณเกลือในถังเม่ือเวลา t ใดๆ  x(t) = 100  20
t

e
−

เม่ือเวลาผานไป 1 ช่ัวโมง t = 60 นาที ปริมาณเกลือคือ  

  x(60) = 100 20
60

e
−

 

   =  100e
-3

   ≃  100 (0.4979) 

ปริมาณเกลือเหลืออยูเม่ือเวลาผานไป 1 ช่ัวโมง 49.8 ปอนด  
 
ตัวอยาง 2 ถังบรรจุนํ้าเกลือขนาด 50 แกลลอน มีเกลือละลายอยู 5 ปอนด  ปลอย
นํ้าเกลือซ่ึงมีเกลือแกลลอนละ 3 ปอนด ลงในถังดวยอัตราเร็ว 2 แกลลอนตอนาที คน
สวนผสมใหเขากันแลวปลอยนํ้าเกลือออกจากถังในอัตราเดียวกัน จงหาปริมาณของเกลือ
ในถังเม่ือเวลา t ใดๆ และจงหาวามีเกลือเหลือยูในถังเทาใด เม่ือเวลานานพอสมควร 
วิธีทํา ให x เปนปริมาณของเกลือในถังเม่ือเวลา t 

 อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาณเกลือ =  dt
dx

  =  อัตราของเกลือเขาถัง - อัตราของเกลือออกจากถงั  
อัตราของเกลือเขาถัง   =  (3 ปอนด / แกลลอน) (2 แกลลอน/นาที)  
    =  6 ปอนด / นาที 

 



 

อัตราของเกลือออกจากถงั   =    )
นาที 1

แกลลอน 2)(แกลลอน 50
ปอนด x(

    =  25
x  ปอนด / นาที 

dt
dx  =  6 - 25

x  = 25
x150−  

x150
dx
−       =   25

dt   

∫ −x150
dx    =  ∫ 25

dt  

-ln (150 - x)     = 25
t + ln c1 

    ln (150 - x)    =  - 25
t + ln c  

เม่ือ  t = 0  ,   x = 5 
ln 145   =  ln c  

      c   =  145 

ln (150 - x)      =  - 145ln25
t +  

ln  145
)x150( −     =   - 25

t  

         145
x150−   =  25

t
e
−

 

                   x(t)   =  150 - 145 25
t

e
−

 

ดังน้ันปริมาณเกลือในถังเม่ือเวลา t ใดๆ คือ x(t) = 150 - 145  25
t

e
−

เม่ือเวลานานพอสมควร คือ เม่ือ t  → ∞ 

น่ันคือ  → 0 25
t

e
−

จะมีเกลือเหลืออยู 150 ปอนด  
 
ตัวอยาง 3 ถังนํ้าบรรจุนํ้าเปลา 20 แกลลอน ถาปลอยนํ้าเกลือซ่ึงมีเกลือละลายอยู 1.5 
ปอนดตอแกลลอน ลงไปในถังดวยอัตราเร็ว 2  แกลลอนตอนาที แลวคนสวนผสมใหเขา
กันแลวปลอยนํ้าเกลือออกจากถังในอัตราเร็ว 3 แกลลอนตอนาที จงหาปริมาณเกลือในถัง
เม่ือเวลา t ใดๆ ถาเวลาผานไป 10 นาที จะมีเกลืออยูในถังเทาใด 
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วิธีทํา ให  x เปนปริมาณของเกลือในถังเม่ือเวลา t  

 dt
dx   =  อัตราของเกลือเขาถัง - อัตราของเกลือออกจากถัง 

อัตราของเกลือเขาถัง   = (1.5  ปอนด/แกลลอน)(2 แกลลอน/นาที)  
   =  3 ปอนด/นาที 
เม่ือเวลา t ใหปริมาตรของน้ําเกลือในถังคือ v(t) 

  v(t) =  20 + 2t - 3t 

   =  20 - t แกลลอน 

ความเขมขนของเกลือเม่ือเวลา t =  =   ปอนด/แกลลอน )t(v
x

t20
x
−

อัตราของเกลือออกจากถงั   =    )นาที/แกลลอน 3)(แกลลอน/ปอนดt20
x( −

    =  t20
x3
−  ปอนด/นาที 

dt
dx   =  3 - t20

x3
−  

   dt
dx + xt20

3
−  =   3 

สมการน้ีเปนสมการเชิงเสนตัวประกอบปริพันธคือ   ∫ − dte t20
3

   =  e
-3ln(20 - t)

 

   =  (20 - t)-3  

dt
d (x(20 - t)

-3
)  =   3(20 - t)

-3
 

     x(20 - t)-3    =  2
3 (20 - t)-2 + c 

   x(t)     =  2
3 (20 - t) + c(20 - t)3 

เม่ือ t = 0 , x = 0 แทนคาจะได 

  c  =  - 800
3  

ดังน้ัน x(t) = (20 - t) - (20 - t)3 2
3

800
3

208  MA 217 

 



 

เม่ือ t  = 10  จะมีเหลืออยูในถัง 
  x(10)  =  15-3.75  =  11.25 ปอนด 
 
 
ตัวอยาง  4 สารเคมี 2 ชนิด A และ B  ทําปฏิกิริยาไดสารเคมีชนิดใหม  C จากการ
ทดลองพบวา อัตราการเกิดของ C เปนสัดสวนโดยตรงกับผลคูณของปริมาตรสาร A และ 
B ในขณะน้ัน ในปฏิกิริยาน้ีตองใชสาร A  2  ปอนด  สําหรับสาร  B   1 ปอนดเสมอ ถา
ในขณะเร่ิมตนมีสาร A  10  ปอนดและสาร B  20 ปอนด เม่ือเวลาผานไป 20 นาทีไดสาร 
C  6 ปอนด จงหาปริมาณของสาร C เม่ือเวลาใดๆ  
 
วิธีทํา ให x เปนปริมาณของสาร C เม่ือเวลา  t ช่ัวโมง  
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 อัตราการเกิดของสาร C คือ   dt
dx

 ในการที่จะไดสาร C  x ปอนด ใชสาร A =  ปอนด และสาร B =  ปอนด  3
x2

3
x

ดังน้ันในเวลา t  ช่ัวโมงจะมีสาร A เหลืออยู 10 -  ปอนด และมีสาร B เหลืออยู 0 -  

ปอนด จะสมการ 
3
x2

3
x

  dt
dx    α   )3

x20)(3
x210( −−  

  dt
dx   =  k )3

x20)(3
x210( −−  

 )x60)(x15(
dx

−−   =   kdt9
2  

  ∫ −− )x60)(x15(
dx  =   ∫ dtk9

2  

 )x15
x60ln(45

1
−
−   =   kt9

2  + C1 

เม่ือ t = 0  ,  x  =  0  จะได  

  45
1 ln 4  =  C1 

แทนคา C1 

       ln )x15
x60( −

−    =  4ln45
1kt9

2 +  

 



 

  x15
x60

−
−   =  4e10kt 

เม่ือ t =  , x = 6 3
1

  9
54  =  4 3

k10
e  

        3
k10

e  =  2
3  

แทนคา  

  x15
x60

−
−   = 4 ( 3

k10
e )3t 

     =  4 t3)2
3(  

       x =  
t3

t3

)3
2(4

11

])3
2(1[15

−

−
 

 

จะเห็นวา เม่ือ t →∞ จะได x → 15  ปอนด  
 
ตัวอยาง 5 อัตราการสลายตัวของสารกัมมันตภาพรังสีชนิดหน่ึงเปนสัดสวนโดยตรง
กับปริมาณของสารที่มีอยูในขณะน้ัน ถาคร่ึงหน่ึงของปริมาณสารไดถูกสลายไปภายใน 
1500 ป จงหาวาเม่ือเวลาผานไป 3000 ป มีสารเหลืออยูกี่เปอรเซ็นต และเวลานานเทาใด

จึงจะมีสารเหลืออยู  ของสารเดิม  10
1

 
วิธีทํา ให  x  เปนปริมาณสารท่ีเหลืออยูเม่ือเวลาผานไป t ป  
 จะเห็นวา  x  มีคาลดลงเม่ือ t  เพิ่มข้ึน  

ดังน้ัน     α  x  dt
dx 

   dt
dx  =  -kx 

เม่ือ  k เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนบวก 

   x
dx  =  -kdt 
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   ln x =  -kt + ln c 

   x  =  c e
-kt

 

เม่ือ t = 0 ใหปริมาณสารเร่ิมตนเปน x0  
   x0 =  c 

จะได   x  =  x0e
-kt

   

เม่ือ t = 1500  ,  x =   แทนคา  2
x0

   2
x0   =  x0e

-1500k
 

 e
-k

  =  1500
1

)2
1(    

x   =  x0(e
-k

)
t
  =  x0 1500

t
)2

1(  

เม่ือ  t = 3000  จะได  

   x  =  x0 1500
3000

)2
1(   =   4

x0  

เม่ือเวลาผานไป 3000 ป มีสารเหลืออยู   ของสารเร่ิมตนคิดเปนเปอรเซนต = ×100  

= 25%  
4
1

4
1

ถา   x  =  x0  จะหา t  10
1

  10
1 x0 =  x0 1500

t
)2

1(  

  1500
t  =  

2
1ln

10
1ln

 

    t  =  1500 2ln
10ln   ≃  4983 
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 ดังน้ันเม่ือเวลาผานไป 4983  ป  จะมีสารเหลืออยู   ของสารเดิม 10
1

 
ตัวอยาง 6 อัตราการสลายตัวของเรเดียมเปนสัดสวนโดยตรงกับปริมาณของสารที่มี
อยูในขณะน้ัน ถาในเวลา 12 ป เรเดียมหายไป 0.5 % จงหาจํานวนรอยละท่ีเรเดียม

 



 

วิธีทํา ให  x  เปนปริมาณของเรเดียมท่ีเหลืออยูเม่ือเวลาผานไป t ป  

   dt
dx  =  -kt 

   x =  ce
-kt

 

เม่ือ t  =  0 ใหเรเดียมเหลืออยู  x0 
   x0 = c 

   x  = x0e
-kt

 

เม่ือ t = 12 เรเดียมหายไป 0.5%  =  x0  100
5.0

                          =  0.005x0 

ดังน้ันเรเดียมเหลืออยู        x  =  x0 - 0.005x0  

              =  0.995x0 

แทนคา 0.995x0  =  x0e
-12k

  

    e
-k   =  12

1
)995.0(   

  x  =  x0(e
-k

)
t
  

              =   x0
12
t
)995.0(  

 
เม่ือ t  = 1000 

  x   =   x0 12
1000

)995.0(  

   ≃  0.658x0 
ดังน้ันเรเดียมหายไป   x0 - 0.658x0  =  0.342x0  
คิดเปนรอยละ 34.2  ของสารเดิม 
ในเวลา 1000 ป เรเดียมหายไป 34.2 % 
 

การประยุกตดานอื่น 
การเจริญเติบโตของสิ่งมีชีวิต 
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 ในท่ีน้ี ส่ิงมีชีวิตที่เก่ียวของเปนส่ิงมีชีวิตท่ีมีจํานวนมากๆ เชน การเจริญเติบโตของ
เช้ือโรค ประชากร เปนตน  
ตัวอยาง 1 แบคทีเรียชนิดหน่ึงมีอัตราการเพิ่มข้ึนเปนสัดสวนกับจํานวนที่ปรากฏใน
ขณะน้ัน ถาจํานวนแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนเปน 3 เทา ในเวลา 2 ช่ัวโมง จงหาเวลาที่จํานวน
แบคทีเรียเพ่ิมข้ึนเปน 50 เทาของจํานวนเร่ิมแรก  
วิธีทํา ให   x  เปนจํานวนแบคทีเรียเม่ือเวลา t ช่ัวโมง 
  x0 เปนจํานวนแบคทีเรียเม่ือเร่ิมแรก 

  dt
dx   α   x 

x เพ่ิมข้ึนเม่ือ t  เพ่ิมข้ึน ดังน้ันจะได  

   dt
dx  = kx  ,  k > 0 

   x  =  cekt 
เม่ือ t = 0 , x = x0  

   c  =  x0 

   x  =  x0e
kt
 

เม่ือ t = 2 , x = 3x0 
แทนคา 3x0 = x0e

2k 
   2k  =  ln 3 

   k    =  2
3ln  

จงหา t เม่ือ x =  50x0  

   50x0  =  x0
t)2

3ln(e  

   2
t ln 3  =  ln 50 

   t  =  2 )3 ln
50 ln(  =  7 

เวลาผานไป 7 ช่ัวโมง แบคทีเรียจะเพ่ิมเปน 50 เทา ของจํานวนเริ่มแรก 
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กฏการเย็นตัวของนิวตัน 
 กฏการเย็นตัวของนิวตันคือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิของวัตถุท่ีกําลัง
เย็นตัวลงจะเปนสัดสวนกับผลตางของอุณหภูมิวัตถุกับอุณหภูมิคงท่ีโดยรอบ  
 ให  x เปนอุณหภูมิของวัตถุเม่ือเวลา t  
  x0 เปนอุณหภูมิคงท่ีโดยรอบ 

  dt
dx  α (x - x0) 

  dt
dx   =  k(x - x0) 

 

ตัวอยาง 2 วัตถุมีอุณหภูมิเร่ิมตน 100° C  ปลอยใหเย็นลงในที่ท่ีอุณหภูมิคงท่ี 20° C 

เม่ือเวลาผานไป 10 นาที อุณหภูมิของวัตถุลดลงเหลือ 40°C จงหาอุณหภูมิของวัตถุเม่ือ
เวลา t ใดๆ  

วิธีทํา จากสมการ    =  k(x - x0) dt
dx

         dt
dx   =   k(x - 20) 

  20x
dx
−    =   kdt 

ln (x - 20)  =  kt + ln c 

x - 20  =  c ekt 

x = 20 +  cekt 
เม่ือ t = 0 ,  x = 100 

   100 =  20 + c 
     c   =  80 
     x   =  20 + 80ekt 

เม่ือ t = 10 ,  x = 40 
 40   =   20 + 80e10k 

    e10k = 4
1   

   10k  =   -ln 4  = -1.386 
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   k     =  -0.1386  

ดังน้ัน x(t)   =  20 + 80e
-0.1386t 

 
แบบฝกหัด 4.7 
1. ถังบรรจุนํ้าเกลือขนาด 50 แกลลอน มีเกลือละลายอยู 5 ปอนด ปลอยนํ้าเกลือซ่ึงมี
เกลือแกลลอนละ 2 ปอนด ลงในถัง ดวย อัตราเร็ว 3 แกลลอนตอนาที คนสวนผสมใหเขา
กันแลวปลอยนํ้าเกลือออกจากถังในอัตราเดียวกัน จงหา  

1.1 ปริมาณเกลือในถังเม่ือเวลา t  ใดๆ  
1.2 จะมีเกลือเหลืออยูในถังเทาใด เม่ือเวลาผานไป 25 นาที 
1.3 จะมีเกลือเหลืออยูในถังเทาใด เม่ือเวลานานพอสมควร 

 
2. ถังบรรจุนํ้าเกลือขนาด 100 แกลลอน มีเกลือละลายอยู 40 ปอนด  ปลอยนํ้าเขาถัง
ดวยอัตราเร็ว 2 แกลลอนตอนาที คนสวนผสมใหเขากันแลวปลอยนํ้าเกลือออกจากถังใน
อัตราเดียวกัน จงหาปริมาณเกลือในถังเม่ือเวล t ใดๆ ใชเวลานานเทาใดความเขมขนของ
เกลือจะเหลือ 0.2  ปอนด ตอแกลลอน 
 
3. ถังบรรจุนํ้าเกลือขนาด 100  แกลลอน มีเกลือละลายอยู 10 ปอนด ปลอยนํ้าเปลา
เขาถังดวยอัตราเร็ว 5 แกลลอน ตอนาทีคนสวนผสมใหเขากันแลวปลอยนํ้าเกลือออกจาก
ถังดวยอัตราเร็ว 2 แกลลอนตอนาที จงหาปริมาณเกลือในถังเม่ือเวลาผานไป 15 นาที  
 
4. สารเคมีสองชนิด A และ  B  ทําปฏิกิริยาไดสารเคมีชนิดใหม C  ถาอัตราการเกิด
ของ C เปนสัดสวนโดยตรงกับผลคูณของปริมาณสาร A และ B ในขณะน้ัน ในการทํา
ปฏิกิริยาน้ีตองใชสาร  A  3 ปอนด สําหรับสาร B 2 ปอนด เสมอ ถาในขณะเริ่มตนมีสาร 
A  60 ปอนด และสาร B 60 ปอนด เม่ือเวลาผานไป 1 ช่ัวโมง ไดสาร C 15 ปอนด จงหา
ปริมาณของสาร C เม่ือเวลาผานไป 1 ช่ัวโมง ไดสาร  C 15 ปอนด จงหาปริมาณของสาร 
C เม่ือเวลา t ใดๆ และจงหาปริมาณของสาร C เม่ือเวลาผานไป 2 ช่ัวโมง 
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5. อัตราการสลายตัวของสารกัมมันตภาพรังสีชนิดหน่ึงเปนสัดสวนโดยตรงกับ
ปริมาณของสารที่มีอยูในขณะน้ัน ถาคร่ึงหน่ึงของสารถูกสลายตัวไปในเวลา 1500 ป     
จงหาเปอรเซนตของสารเร่ิมตนท่ีเหลืออยูหลังเวลาผานไป 4500 ป  
 
6. อัตราการสลายตัวของเรเดียมเปนสัดสวนกับปริมาณของเรเดียมในขณะนั้น ถาใน
เวลา 10 ป เรเดียมหายไป 0.75 % จงหาวานานเทาใดจึงจะมีสารเรเดียมเหลืออยูคร่ึงหน่ึง
ของสารเริ่มตน 
 
7. จํานวนประชากรมีอัตราการเพิ่มข้ึนเปนสัดสวนกับจํานวนประชากรขณะนั้น ถา
จํานวนประชากร เพ่ิมเปน 3 เทาในเวลา 50 ป จงหาวาใชเวลานานเทาใดจํานวน
ประชากรจึงจะเพ่ิมเปน 5 เทา 
 
8. ถาอัตราการเพิ่มข้ึนของแบคทีเรียชนิดหน่ึงเปนสัดสวนโดยตรงกับจํานวน
แบคทีเรียในขณะนั้น เม่ือเวลาผานไป 3  ช่ัวโมง แบคทีเรียชนิดน้ีมีจํานวน 104 เม่ือเวลา
ผานไป 5 ช่ัวโมง มีจํานวนแบคทีเรีย 4 • 104 จงหาจํานวนแบคทีเรียตอนเริ่มแรก 
 

9. นําเทอรโมมิเตอรซ่ึงวัดอุณหภูมิได 70° F  ออกไปวางไวนอกหอง ซ่ึงมีอุณหภูมิ 

10°F เม่ือเวลาผานไป  นาที อานอุณหภูมิได 50°F จงหาอุณหภูมิท่ีจะอานไดเม่ือเวลา

ผานไป 1 นาที  
2
1
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