
 

บทที่ 3  
แคลคูลัสเชิงตัวเลข (Numerical Calculus) 

  
ในวิชาแคลคูลัส  เราศึกษาการหาอนุพันธและการหาปริพันธของฟงกชันตาง ๆ 

โดยใชสูตรสําหรับการหาอนุพันธและการหาปริพันธ  ฟงกชันที่เราศึกษาสวนใหญเปน
ฟงกชันพื้นฐานงายๆ ยังมีฟงกชันอีกจํานวนมากที่อยูในรูปท่ียุงยากและซับซอน ท่ีเราไม
สามารถหาอนุพันธหรือปริพันธโดยใชสูตรเหลาน้ันได  นอกจากน้ี ฟงกชันที่ไดจากการ
ทดลองทางวิทยาศาสตรหรือวิศวกรรมศาสตร มักเปนฟงกชันที่รูคาเฉพาะที่บางจุด  ดังนั้น 
ยิ่งเปนไปไมไดเลยท่ีจะหาอนุพันธหรือหาปริพันธของฟงกชันโดยใชสูตรเหลาน้ัน เรา
จําเปนตองหาฟงกชันงาย ๆ เชน ฟงกชันพหุนาม เพ่ือใชแทนฟงกชันที่ยุงยากซับซอนหรือ
ฟงกชันที่รูคาเฉพาะที่บางจุดเหลาน้ี  เราเรียกการแทนฟงกชันดวยฟงกชันพหุนามวา การ
ประมาณฟงกชันดวยพหุนาม  และจะหาอนุพันธหรือหาปริพันธของพหุนามแทนการหา
อนุพันธหรือหาปริพันธของฟงกชันที่ซับซอนเหลาน้ัน  ในท่ีน้ีเราจะเนนเฉพาะการประมาณ
ฟงกชันดวยพหุนามเทยเลอร  ดังนั้นในลําดับแรก เราจะศึกษาทฤษฎีบทของเทยเลอร  
พรอมท้ังการวิเคราะหคาคลาดเคลื่อนท่ีเกิดข้ึนจากการประมาณคา 

3.1 ทฤษฎีบทของเทยเลอรและอันดับของการประมาณคา 
(Taylor’s Theorem and The Order of Approximation) 

 ดังไดกลาวแลววาในบทนี้ เราจะประมาณฟงกชันดวยพหุนาม  พหุนามที่ใชกัน
แพรหลายพหุนามหน่ึง ไดแก พหุนามเทยเลอร  เราจะใชพหุนามเทยเลอรน้ีในการ
ประมาณคาของฟงกชัน และจะใชพหุนามเทยเลอรน้ีในการหาสูตรสําหรับการหาอนุพันธ
และสูตรสําหรับการหาปริพันธเชิงตัวเลขของฟงกชันในหัวขอ 3.2, 3.3 และ 3.4  

สัญลักษณ 
 เพ่ือความสะดวกเราจะใชสัญลักษณ  C[a,b]  แทนเซตของฟงกชันตอเน่ืองในชวง
ปด [a,b]  และจะใชสัญลักษณ  Cn[a,b]  แทนเซตของฟงกชันทั้งหลายท่ีเปนฟงกชัน
ตอเน่ือง และมีอนุพันธอันดับท่ี 1 ถึงอันดับท่ี n  เปนฟงกชันตอเน่ืองในชวง [a,b]  
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ทฤษฎีบทของเทยเลอร :  

ให  f  ∈ Cn+1[a,b]   ถา   x และ  x0  เปนจุดใน  (a, b) แลวจะมี c  (ข้ึนอยูกับคา
ของ x) ระหวาง x0 และ x  ซ่ึง 

      f(x) = f(x0) + ′f (x0)(x - x0) +  
′′f x( )

!
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2
(x - x0)

2 + ... + f x

n
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1

c  (x - x0)
n+1             …………………….(3.1.1) 

  = Pn(x) + Rn(x)       

เม่ือ     Rn(x)  =  (x - x0)
n+1     และ f

n
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( )!

+

+
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1

c

 Pn(x) = f(x0) + ′f (x0)(x - x0)  +   
′′f x( )

!
0

2
(x - x0)

2 +  ... +  f x

n

n( ) ( )

!
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เรียกพหุนาม Pn(x) วา พหุนามเทยเลอรอันดับที่ n ซ่ึงเกิดจากการกระจายฟงกชัน f(x) 
รอบจุด x0  ในกรณีท่ี  x0 = 0  เราอาจเรียก Pn(x) วา พหุนามแมคลอริน เพ่ือเปนเกียรติ
กับนักคณิตศาสตรชาวสก็อต ช่ือ Collin Maclaurin (1698 – 1746)  เรียกพจนสุดทายใน 
(3.1.1) หรือ Rn(x) วา พจนเศษ (remainder term)  หรือพจนคาคลาดเคลื่อน 

 ขอสังเกต :   

1) พหุนามเทยเลอรอันดับท่ี n ก็คือพหุนามที่มีดีกรี n น่ันเอง 

2) Pn(x0) = f(x0)  แสดงวาคาของพหุนามเทากับคาของฟงกชันที่จุด x = x0 

3) อนุพันธอันดับท่ี  k  ของฟงกชัน f(x) เทากับอนุพันธอันดับท่ี  k ของพหุนาม  
Pn(x) ท่ีจุด x = x0  น่ันคือ  f(k)(x0)  =  Pn

(k)(x0)  

4) พิจารณาจากพจนเศษ  Rn(x)  จะเห็นวา  เม่ือ  x  มีคาใกล ๆ  x0 พจนเศษ   
Rn(x) จะมีคานอยลง  น่ันแสดงวา Pn(x)  มีคาใกลเคียงกับ f(x) เม่ือ x มีคา    
ใกล ๆ  x0 
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จากขอสังเกตดังกลาว เราจึงนิยมประมาณฟงกชันดวยพหุนามเทยเลอร ถา f(x)  เปน
ฟงกชันที่ยุงยากซับซอน เม่ือตองการหาคาของ f(x) เรามักจะหาคาของพหุนามเทยเลอร  
Pn(x) แทน  เชนในตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 1 :   จงหาพหุนามเทยเลอรของฟงกชัน f(x) = ex ซ่ึงกระจายรอบจุด x0 = 0 และ
หาคาโดยประมาณของ f(0.1) โดยใช 

 1)  พหุนามเทยเลอรดีกรี 2  2) พหุนามเทยเลอรดีกรี 3  และ 

 3) พหุนามเทยเลอรดีกรี 4 
วิธีทํา จากวิชาแคลคูลัส เราทราบวา   

f(x) = f′(x) = f″(x) =  …  = f(n)(x) = f(n+1)(x) = ex 

ดังน้ัน    f(0) = f′(0) = f″(0) =  …  = f(n)(0) = e0 = 1 และ f(n+1)(c) = ec 
แทนคา f(x) = ex และแทน  x0 = 0 ใน (3.1.1)  เราได 

ex = 1 + x +  
x2

2!
+ ... +  

x n

n!
 +  

e c

( )n +1 !
 

 เม่ือ c อยูระหวาง x และ 0 
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 1)  P2(x) =  1 + x +  
x2

2!
   และ  R2(x)  =  เม่ือ c อยูระหวาง 0 และ x 

!3

e
c

เม่ือ  x = 0.1  เราได        

       P2(0.1) =  1 + 0.1 + 
!2

(0.1) 
2

  = 1 + 0.1 + 0.005  = 1.105  

 2)   P3(x) =  1 + x +  
x2

2!
+ 

!3
x 

3

   และ R3(x) =  เม่ือ c อยูระหวาง 0 และ x 
!4

e 
c

       เม่ือ  x = 0.1  เราได 

       P3(0.1) =  1 + 0.1 + 
!2

(0.1) 
2

+ 
!3

(0.1) 
3

  

      = 1 +  0.1 +  0.005 + 0.0001667 = 1.1051667  

 3)  P4(x) =  1 + x +  
x2

2!
+ 

!3
x 

3

+
!4

x 
4

   และ   

      R4(x)  = 
!5

e 
c

 เม่ือ c อยูระหวาง 0 และ x 

 



 

      เม่ือ  x = 0.1  เราได 

     P4(0.1) =  1 + 0.1 + 
!2

(0.1) 
2

+
!3

(0.1) 
3

+
!4

(0.1) 
4

  

      =  1 + 0.1 + 0.005+ 0.0001667 + 0.0000042 = 1.1051709 

เน่ืองจากเรารูวา f(x) คือ ex  ดังนั้น เราสามารถหาคาท่ีแทจริงของฟงกชันที่       
x = 0.1 ได ซ่ึงไดแก 

        f(0.1) = e0.1 = 1.1051709 

เราสามารถหาคาคลาดเคลื่อน ท่ีเกิดจากการประมาณคา f(0.1)  ดวย  P2(0.1),   
P3(0.1) และ P4(0.1)  ดังผลท่ีแสดงในตาราง 3.1.1 

 

        ตาราง 3.1.1 เปรียบเทียบคาคลาดเคลื่อนท่ีเกิดจากการประมาณคา 

n Pn(0.1) คาคลาดเคลื่อน f(0.1) -Pn(0.1) 

2 1.105 0.0001709 

3 1.1051667 0.0000042 

4 1.1051709 0 

 

จากตาราง 3.1.1 และรูป 3.1.1 จะเห็นวา การประมาณฟงกชันดวยพหุนามอันดับ
สูง จะมีความแมนยํามากกวาการประมาณดวยอนุพันธอันดับตํ่า 
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  รูป 3.1.1 :  เปรียบเทียบการประมาณคาของ f(x) = ex ดวยพหุนาม P2(x), P3(x), และ P4(x) 

เราอาจหาขอบเขตของคาคลาดเคลื่อนจากการประมาณคาของฟงกชันโดยใชพจน
เศษได ดังในตัวอยางตอไปน้ี 

รูป 3.1.1 :  เปรียบเทียบการประมาณคาของ f(x) = ex ดวยพหุนาม P2(x), P3(x), และ P4(x) 

ตัวอยาง 2 :  กําหนดให f(x) = ex จงหาขอบเขตของคาคลาดเคลื่อนจากการประมาณคา
ของฟงกชัน f(1) = e ดวยพหุนามเทยเลอรท่ีเกิดจากการกระจาย f(x) รอบจุด x0 =  0 

วิธีทํา     จากทฤษฎีบทของเทยเลอร  เราได   

f(1) = e  ≈ 1 + 1 + 
!2

1 + ... + 
!

1 
n

  =  Pn(1) 

 และ Rn(1) = e1 - Pn(x) =    เม่ือ  0 < c < 1  
e c

( )n +1 !
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เน่ืองจาก  c < 1 เราได ec < e1  ดังนั้น     

)!1( +n
e c

 < 
)!1(

1

+n
e < 

)!1(
3
+n

      

แสดงวา     เปนขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อนท่ีเกิดจากการประมาณคา

ของ f(1) ดวย Pn(1) กลาวคือ Pn(1) มีคาตางไปจาก f(1) ไมเกิน     

3
1(n +

 
)!

3
!1( )n +

นอกจากนี้ ในกรณีท่ีมีการกําหนดขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อนไว
ลวงหนา   เรายังสามารถใชพจนเศษในการหาดีกรีของพหุนามที่จะทําใหการ
ประมาณคามีความแมนยําในระดับท่ีกําหนด  น่ันคือ มีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน
ขอบเขตบนที่กําหนดนั้น  เชนในตัวอยางตอไปน้ี 

ตัวอยาง 3 :  จงหาดีกรีของพหุนามเทยเลอร Pn(x)  ท่ีใชในการประมาณคาของ e โดยมี
คาคลาดเคลื่อนไมเกิน  10-4   

วิธีทํา        ในท่ีน้ีเราตองการหา n ซ่ึงทําให Rn(1) ≤ 10-4  กลาวคือ 10-4 เปนขอบเขตบน
ของคาคลาดเคลื่อนท่ีกําหนด  จากตัวอยาง 3.1.2 เราทราบวาขอบเขตบน

ของ Rn(1)  คือ    ดังนั้น  เราตองการหาคาของ n ท่ีทําให 
)!1(

3
+n

)!1(
3
+n

 ≤ 10-4  

เราสามารถคํานวณไดไมยากนักวาอสมการขางบนน้ีเปนจริงเม่ือ  n  ≥ 7  
กลาวคือ ถาเราตองการให pn(1) เปนคาประมาณของ f(1) = e ท่ีมีคาคลาดเคลื่อนไปจาก
คาที่แทจริงไมเกิน 10-4 แลว เราจะตองใชพหุนามเทยเลอรท่ีมีดีกรี 7 หรือมากกวา 

 
 

ตัวอยาง 4:   จงหาคาประมาณของ cos x  สําหรับ |x|  ≤   โดยใหมีคาคลาดเคลื่อนไม

เกิน 10-5 

π

4

วิธีทํา กอนอื่นเราหาอนุพันธอันดับตาง ๆ ของ f(x) = cos x ดังน้ี 
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  f(x)      =  cos x  f/(x)    =   -sin x 
  f//(x)     =  -cos x  f///(x)   =   sin x 
  f(4) (x)   =  cos x  f(5)(x)  =  -sin x 

 Μ              Μ 
  f(2n)(x)  =  (-1)ncos x           f(2n+1)(x) = (-1)n+1sin x 

จาก (3.1.1) กระจายฟงกชัน  f(x) = cos x  รอบจุด x0= 0 เราได       

cos x = 1 - 
2!
x 2

 + 
4!
x 4

+ ... +  (-1)n 

2n!
x 2n   +  R2n(x) 

เม่ือ  R2n(x) =  (-1)n+1  sin(c) 
1)!(2n

x 12n

+

+

      

เน่ืองจาก  | sin(c) | ≤ 1  ดังน้ัน  

|R2n(x) | ≤ 
)!12(

12

+

+

n
x n

  ≤ 10-5   สําหรับ    |x| ≤  π

4

                     อสมการขางบนน้ีจะเปนจริงก็ตอเม่ือ  

   
)!12(

)
4

( 12

+

+

n

nπ

 ≤ 10-5  

ซ่ึงเปนจริงเม่ือ n ≥ 3    
      เม่ือ n = 3 เราได   

cos x ≈ 1 - x x x2 4

2 4 6! !
+ −

6

!
  

 ถาเราแทน x = x0+ h ใน (3.1.1)  โดยคิดวา  h  เปนจํานวนคงที่ ท่ีเล็ก ๆ  
เราได 

       f(x0+ h) = f(x0) + ′f (x0)h +  
′′f x( )

!
0

2
h2 + ... + f x

n

n( ) ( )

!
0  hn + f

n

n( ( )

( )!

+

+

1)

1

c  hn+1

       เม่ือ  c = x0+ θh  สําหรับ  0 < θ < 1 
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นิยาม 3.1.1 :  สมมุติวา  p(h)  เปนฟงกชันที่ใชในการประมาณฟงกชัน f(h)  ถามีจํานวน
จริง M > 0  และจํานวนเต็ม  n  ซ่ึง 

M     
|h|

|p(h)f(h)|
n ≤
−  

สําหรับ  h  ท่ีมีคาเล็กเพียงพอ  เรากลาววา  p(h)  ประมาณฟงกชัน  f(h)  
ดวยอันดับ  O(hn)  และเขียน  f(h) = p(h) + O(hn) 

ตัวอยาง 6 : จากการกระจายฟงกชัน cos (x)  รอบจุด x0= 0 ในตัวอยาง 3.1.4  เราได 

cos (x) = 1 - 
2!
x 2

 + 
4!
x 4

+ ... + (-1)n 

2n!
x 2n   +(-1)n+1  

2)!(2n
x 22n

+

+

 cos(c) 

 ถาเราประมาณฟงกชัน cos (x)  ดวยพหุนามเทยเลอรอันดับ 6  เราได 

cos (x) = 1 - 
2!
x 2

 + 
4!
x 4

- 
6!
x 6   +

8!
x 8

 cos(c)   หรือ 

cos (h) = 1 - 
2!
h 2

 + 
4!
h 4

- 
6!
h 6   +

8!
h 8

 cos(c) 
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 ดังน้ัน ถาเราใชพหุนามเทยเลอร   p(h) = 1 -  + -   เปน

คาประมาณของ cos (h)  จะพบวา  
2!
h 2

4!
h 4

6!
h 6

8!
1   

8!
|(c) cos|   

|h|
|p(h)f(h)|

8
≤=

−  

ดังน้ัน p(h) ประมาณฟงกชัน cos h ดวยอันดับ  O(h8) หรือเขียน 

cos (h) = 1 - 
2!
h 2

 + 
4!
h 4

- 
6!
h 6   + O(h8) 

ในทํานองเดียวกัน เราสามารถเขียน 

   cos (h) = 1 - 
2!
h 2

 + 
4!
h 4

- 
6!
h6

  + 
8!
h 8

 +  O(h10) 

 
 
 
 
 

   



 

แบบฝกหัด 3.1 
1. จงหาพหุนามเทยเลอรดีกรี 2 และ 3  โดยการกระจายฟงกชันตอไปน้ีรอบจุด  x0 = 0 

1.1  
x1

1
−

   1.2  sin(x)  1.3  3
1

x  

 
จงหาพหุนามเทยเลอร P2(x) โดยการกระจายฟงกชัน f(x) = excos (x) รอบจุด x0=  0 2. 
2.1 หาคาประมาณของ f(0.5)  โดยใช P2(0.5)  
2.2 จงหาขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน  |f(0.5)-P2(0.5)| โดยใชพจนเศษของสูตร

เทยเลอร  และเปรียบเทียบกับคาคลาดเคลื่อนท่ีแทจริง 
3. จงหา ln1.1  โดยใชพหุนามเทยเลอรท่ีเกิดจากการกระจายฟงกชันรอบจุด x0 = 1  

โดยใหมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน 0.0001 
ให  f(x) = ex  จงหาขอบเขตของคาคลาดเคลื่อนจากการประมาณคาของ  f(-1)  ดวย
พหุนามเทยเลอรท่ีเกิดจากการกระจาย f(x) รอบจุด x0 =  0 

4. 

จงใชพหุนามเทยเลอรอันดับสองประมาณคาของ cos(610) พรอมท้ังวิเคราะหความ
แมนยําของคาประมาณ 

5. 

6. ให f(x) =  จงใชทฤษฎีบทของเทยเลอรหาขอบเขตของคาคลาดเคล่ือนจากการใช 
P3(29) ในการประมาณคาของ f(29) เม่ือ P3(x) คือพหุนามเทยเลอรดีกรี 3 ซ่ึงเกิดจาก
การกระจายฟงกชัน f  รอบจุด x0 = 0  

3
1

x
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3.2   การหาอนุพันธเชิงตัวเลข  (Numerical Differentiation) 

 หัวขอท่ีสําคัญของวิชาแคลคูลัสหัวขอหน่ึงก็คือการหาอนุพันธของฟงกชัน  ดังได
กลาวในตอนตนแลววาฟงกชันที่เราหาอนุพันธไดในวิชาแคลคูลัสเบ้ืองตน สวนใหญจะเปน
ฟงกชันเบื้องตนงาย ๆ โดยใชสูตรพื้นฐานตาง ๆ สําหรับฟงกชันฟงกชันที่ยุงยากซับซอน 
เราไมสามารถหาอนุพันธโดยใชสูตรพื้นฐานเหลาน้ันได เราจะตองอาศัยวิธีการที่เรียกวา
วิธีเชิงตัวเลข ท่ีจะกลาวถึงตอไปน้ี  น่ันคือ เราพิจารณาปญหาการประมาณคาของอนุพันธ  
′(x) ของฟงกชัน f(x)  ในเชิงตัวเลข  f

 

 x+h  x 

 (x+h,f(x+h)) 

 (x, f(x)) 

 x 

 f(x) 

 y 
  
  

 ′f (x) = lim f(x h) f(x)
hh 0→

+ −  

 
 

 
 

รูป 1 แสดงความชันของเสนสัมผัส ณ ท่ีจุด x ใด ๆ 
 
 พิจารณานิยามของอนุพันธของฟงกชัน f(x) ขางบนน้ี ซ่ึงเปนนิยามท่ีเราเคยเห็น
แลวในวิชาแคลคูลัส เปนนิยามในรูปของลิมิต ในวิชาแคลคูลัส เรารูอีกวา 

h
f(x)h)f(x −+  

คือความชันของเสนตัดซ่ึงเช่ือมระหวางจุด (x, f(x)) และ (x + h, f(x + h)) และเม่ือ  h  มี

คาเขาใกลศูนย     จะเขาใกล  (x)  ดังน้ันจึงสมเหตุสมผลท่ีจะใช  

  เปนคาประมาณของ ′(x)  เม่ือ  h  มีคานอยเพียงพอ  น่ันคือ 

h
f(x)h)f(x −+

′f

h
f(x)h)f(x −+

f

  f′(x)  ≈  
h

f(x)h)f(x −+          .................................  (3.2.1) 
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เรียกสูตรท่ีใชสําหรับการประมาณคาของอนุพันธ   ท่ีอยูทางขวาของสมการ (3.2.1) น้ีวา  
 
สูตรผลตางกาวหนา (forward difference) 
 เม่ือกําหนดฟงกชัน f(x) ให  เราหาอนุพันธของ f(x) ไดโดยการเลือกคา h ท่ีมีคา
นอย ๆ แทนลงในสูตรผลตางกาวหนา ถาผลลัพธท่ีไดยังไมเปนที่พอใจหรือมีความแมนยํา
ไมพอเพียง  เราจะเลือกคา h ตัวใหมท่ีเล็กลงเร่ือย ๆ  แทนคาลงในสูตร  ทําเชนน้ีไปเร่ือย 
ๆ จนกวาจะไดผลลัพธท่ีมีความแมนยําตามท่ีตองการ  ปญหาคือเราไมสามารถบอกไดวา
คาของ h จะตองเล็กมากเพียงใดจึงจะใหผลลัพธท่ีมีความแมนยําสูง ดังในตัวอยางตอไปน้ี 
 

ตัวอยาง 1 :  ให f(x) = ex  จงใชสูตรผลตางกาวหนาหาคาประมาณของ  ′(1)  f

ใชสูตรผลตางกาวหนา สําหรับ  h = 10-1 = 0.1 เราได 

               ′f (1) ≈ + −
=

−
=

f(1 0.1) f(1)
0.1

3004166024 2 718281828
01

2 858841959
. .

.
.  

 เปนคาประมาณของ (1) ท่ีไดจากการใชสูตรผลตางกาวหนาเม่ือ h = 0.1 ′f

 ในเชิงทฤษฎี  อนุพันธของฟงกชัน f(x) = ex  คือ f′(x) = ex  แทนคา x = 1  เรา
ได ′(1) = e = 2.718281828 ซ่ึงจะเรียกคาท่ึหาไดในเชิงทฤษฎีน้ีวาคาท่ีแทจริงของ ′(1)   
จะเห็นวาคาประมาณท่ีคํานวณไดในตัวอยางน้ีเม่ือเทียบกับคาท่ีแทจริงจะคลาดเคลื่อนไป
เทากับ 

f f

| 2.718281828 – 2.858841959 |  =  0.139560131 

ซ่ึงถือวาคลาดเคลื่อนไปจากคาท่ีแทจริงมากพอสมควร คือคลาดเคลื่อนไปประมาณ 14% 

 ตารางขางลางน้ีแสดงคาประมาณของอนุพันธ  ′(1) ท่ีไดจากการใชสูตรผลตาง
กาวหนาและใช h = 10-k เม่ือ k = 1, 2, …, 10 

f

 

ตาราง 3.2.1 :  แสดงคาของ ′(1) เม่ือ h มีคาตางๆ กัน f
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 h ′f (1) h ′f (1) 
10-1 2.858841959 10-6 2.718740000 
10-2 2.731918701 10-7 2.722800000 
10-3 2.719641870 10-8 2.763000000 
10-4 2.718422300 10-9 3.170000000 
10-5 2.718341000 10-10 0.000000000 

              

จากตาราง จะเห็นวาขนาดขั้นที่ใหญท่ีสุดคือ h = 0.1 ใหคาประมาณของ ′(1) ไม
คอยดีนัก นอกจากน้ีเม่ือ h = 10-9 และ h = 10-10 คาประมาณของ ′(1)  ท่ีคํานวณไดคือ 
3.17 และ 0 ตามลําดับ ซ่ึงเปนคาประมาณท่ีไมคอยดีเชนกัน  ท้ังนี้เพราะวาขนาดขั้นที่เล็ก
เกินไปจะทําใหคาของ   f(x + h) และ f(x)  มีคาใกลเคียงกันมาก  อาจทําใหเกิดการ
สูญเสียเลขนัยสําคัญท่ีเกิดจากการลบจํานวนที่ใกลเคียงกันได  จากตารางจะเห็นวาเมื่อ  h 
= 10-5  ใหคาประมาณที่ดีท่ีสุด 

f

f

 เพ่ือประโยชนในการวิเคราะหคาคลาดเคลื่อน  เราอาจแสดงท่ีมาของสูตรสําหรับ
หาอนุพันธไดอีกวิธีหน่ึง โดยใชทฤษฎีบทของเทยเลอร  สมมุติวา   f(x)  เปนฟงกชันซึ่ง   

f ∈ C2[a,b] และให x เปนจุดใด ๆ ใน [a,b]  ให h เปนจํานวนจริงซ่ึง x + h ∈ [a,b]  เรา
ได 

f(x + h)  =  f(x) + ′f (x)h + ′′f (c)
2

h2 

เม่ือ c อยูระหวาง x และ x + h  หรือ 

 ′f (x)  =  f x h f x
h

( ) (+ − )  - ′′f c( )
2

h          ................................  (3.2.2) 

คาคลาดเคลื่อนท่ีเกิดจากการใช     เปนคาประมาณของ  ′(x)  คือ 
h

f(x)h)f(x −+
f

e(h) = ′f (x) - f(x h) f(x)
h

+ −   =  - ′′f (c)
2

h 

 
 
ซ่ึงเปนฟงกชันของ h เราเรียก e(h) วา คาคลาดเคลื่อนที่เกิดจากการตัดปลาย 
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    ในทางปฏิบัติเรามักไมรู   และ c แตอยางนอยเราสามารถบอกไดวาเม่ือ h มีคา
นอย ๆ แลว  e(h)  จะมีคานอยตามไปดวยถา  (c)/2  มีขอบเขตจํากัด 

′′f

′′f

จะเห็นวา 

′f (x)  =  f(x h) f(x)
h

+ −  + O(h) 

น่ันคือ สูตรผลตางกาวหนามีอันดับของการประมาณคาเทากับ 1 

 ถาแทน h ดวย - h ใน (2) จะได   

′f (x) = f(x) f(x h)
h

− −  + ′′f c( )

2
h 

เม่ือ c อยูระหวาง x - h และ x หรือเขียน 

′f (x)  =  f(x) f(x h)
h

− −  + O(h)   

เรียกสูตรน้ีวา สูตรผลตางยอนหลัง (backward difference)  ซ่ึงเปนสูตรสําหรับการ
ประมาณคาอนุพันธท่ีมีอันดับ O(h) เชนเดียวกับสูตรผลตางกาวหนา  

โดยปกติเรามักตองการหาสูตรสําหรับประมาณ ′(x) ท่ีมีอันดับสูง ๆ  เพราะการ
ประมาณคาท่ีมีอันดับสูง ๆ แสดงวาการประมาณนั้นมีความแมนยําสูง  

f

 

สมมุติให f ∈ C3[a,b] ใชทฤษฎีบทของเทยเลอร เราได 

         f(x + h) = f(x) + ′f (x)h + ′′f x( )

2
h2 + ′′′f c( )1

6
h3          .............  (3.2.3) 

และ   f(x - h) = f(x) -  (x)h + h2 - h3             ............. (3.2.4) ′f
′′f x( )

2

′′′f c( )2

6
 

เม่ือ c1  และ c2  อยูระหวาง x-h และ x+h   ดังน้ัน ผลตางของ (3.2.3)  และ (3.2.4) คือ 

f(x + h) - f(x - h)  = 2 ′f (x)h  +  [ ( ) ( )
]

′′′ + ′′′f c f c h1 2
3

2 3
 

เน่ืองจาก (x) เปนฟงกชันตอเน่ืองในชวง [a,b] และจาก Intermediate Value  ′′′f
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′′′ + ′′′f c f c( ) ( )1 2

2
  =  ′′′f (c) 

ดังน้ัน               f(x + h) - f(x - h)  =  2 (x)h + (c)  ′f ′′′f
h3

3

หรือ    ′(x)  =   − (c)  f
2h

h)f(xh)f(x −−+
′′′f

h2

6

เรียกสูตรน้ีวา สูตรผลตางกลาง (central difference) จะเห็นวาสูตรน้ีมีอันดับของการ
ประมาณเทากับ 2 หรือ O(h2)  ดังนั้นสูตรน้ีจะใชประมาณ ′(x) ไดดีกวาสูตรผลตาง
กาวหนาและสูตรผลตางยอนหลัง ซ่ึงสมเหตุสมผลเพราะสูตรผลตางกลางใชขอมูลท่ีจุดซ่ึง
อยูทางซายและขวาของ x สวนสูตรผลตางกาวหนาและสูตรผลตางยอนหลังใชขอมูลเพียง
ดานซายหรือดานขวาของ x อยางเดียว จะเห็นวาการใชขอมูลมากข้ึนจะไดคาประมาณที่
แมนยําข้ึน 

f

 ถา  f ∈ C5[a,b] และ x - 2h, x - h, x,  x+ h, x + 2h เปนจุดใน [a,b] จากทฤษฎี
บทของเทยเลอรอีกเชนกัน เราได 

f(x + h) - f(x - h) = 2 ′f (x)h + 2f(3)(x) h3

6
+ 2f(5) (c1 )

h5

120
         .............  (3.2.5) 

แทน h ดวย 2h จะได 

f(x + 2h) - f(x - 2h) = 4 ′f (x)h + 16f(3)(x) h3

6
+ 64f(5)(c2)

h5

120
    ..............  (3.2.6) 

เม่ือ  c1  และ  c2  อยูระหวาง  x + 2h  และ  x - 2h 
คูณสมการ (3.2.5)  ดวย 8 แลวลบออกจาก (3.2.6)  เราได 

  f(x - 2h) - 8f(x - h) + 8f(x + h) - f(x + 2h) 

   = 12 ′f (x)h + 
120

)(64)(16 2
)5(

1
)5( cfcf − h5 

ถา  f(5)(x)  มีเคร่ืองหมายเดียวและขนาดไมเปลี่ยนแปลงเร็วนักเราสามารถหา c  ระหวาง  
x + 2h และ x - 2h  ซ่ึงทําให 

   =  -48 f(5)(c) )(64)(16 2
)5(

1
)5( cfcf −

ดังน้ัน   ′(x) =  f
30
h(c)f

12h
2h)f(xh)8f(xh)8f(x2h)f(x 4

(5)+
+−++−−−
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หรือ              ′(x) =        f )O(h
12h

2h)f(xh)8f(xh)8f(x2h)f(x 4+
+−++−−−

เรียกสูตรน้ีวาสูตร 5 จุด เพราะใชขอมูล 5 จุด ถึงแมวาขอมูลท่ีจุด x จะไมปรากฏในสูตรก็
ตาม  จะเห็นวาสูตรน้ีมีอันดับของการประมาณเทากับ 4 หรือ O(h4) 
 

ตาราง 3.2.2 : สูตรสําหรับหา f′(x) ท่ีมีอันดับตาง ๆ        

        f′(x) สูตร คา
คลาดเคลื่อน 

h
f(x)h)f(x −+  - ′′f (c)

2
h ผลตางกาวหนา 

h
h)f(xf(x) −−  

′′f c( )

2
h ผลตางยอนหลัง 

2h
h)f(xh)f(x −−+  ′′′f (c) 

h 2

6
 

ผลตางกลาง 

สูตร 5 จุด 
12h

2h)f(xh)8f(xh)8f(x2h)f(x +−++−−−  
30
h(c)f

4
(5)  

 
 

ตัวอยาง 2 :  ให  f(x) = sin x  จงหา  ′(1)  โดยใช h  =  0.1 f

วิธีทํา ถาใชสูตรผลตางกาวหนา  จะได 

   ′f (1)  =   f ( . ) (

.

1 0 1 1

01

f )+ −    =   0.49736375 

ถาใชสูตรผลตางยอนหลัง จะได  

   ′f (1)  =  f f( ) ( . )

.

1 1 0

01

1− −   =  0.5144075 

ถาใชสูตรผลตางกลาง  จะได  

   ′f (1)  =  
)1.0(2

)1.01()1.01( −−+ ff   =  0.53940225 
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 ถาใชสูตร 5 จุด จะได 

   ′f (1) = f f f f( . .2) ( . ) ( . ) ( .2)

( . )

1 0 8 1 01 8 1 01 1 0

12 01

− − − + + − +  

           = 0.54030051 
 
ตัวอยาง 3 :  ให  f(x) = sin (x)  จงวิเคราะหคาคลาดเคลื่อนท่ีเกิดจากการประมาณคา

ของ  ′(1)  โดยใชสูตรผลตางกาวหนา และใช  h  =  0.1 f

วิธีทํา ในท่ีน้ี  f ′(x)  =  cos (x)  ดังน้ัน คาที่แทจริงของ  ′(1)  คือ   f

   f ′(1)  =  cos(1)  =  0.54030231  

จากตัวอยาง 3.2.2  จะเห็นวาคาของ f ′(1)  ท่ีคํานวณไดจากการใชสูตร
ผลตางกาวหนา และใช  h  =  0.1 คลาดเคลื่อนไปจากคาท่ีแทจริงเทากับ 

   0.54030231 -  0.49736375  =  0.04293856 

        ซ่ึงเปนคาคลาดเคลื่อนท่ีแทจริง 

เน่ืองจาก   f ′′(x)  =  - sin x  ดังน้ัน   

f ′′(c)  =  - sin (c)  และ   | f ′′(c) | = | - sin (c) | ≤ 1 

ถาเราคํานวณคาคลาดเคลื่อนโดยใชสูตร - h  ในตาราง 3.2.2  เราได  ′′f (c)
2

       

    05.01.0
2
11.0

2
)sin(1.0

2
)sin(

2
)(

=×≤×−=×−=
′′

−
cchcf  

 จะเห็นวาคาคลาดเคลื่อนท่ีแทจริง  0.04293856  ใกลเคียงกับคาคลาดเคล่ือน
ท่ีไดจากการประมาณคือ 0.05 ไมมากนัก 

 

 

แบบฝกหัด 3.2 
1.  จงใชสูตรผลตางกาวหนาในการหาคาประมาณของอนุพันธของฟงกชัน f(x) = 1/x ณ 

จุด x โดยใชขนาดข้ัน h ท่ีกําหนดใหตอไปน้ี  พรอมท้ังหาขอบเขตของคาคลาดเคลื่อน
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 a)  x = 1.1; h = 0.1, 0.2, 0.4  b)  x = 1.3; h = 0.1, 0.2, -0.1 
 
2. จงใชสูตรผลตางกาวหนา  สูตรผลตางยอนหลัง  สูตรผลตางกลาง และสูตร 5 จุด หา

คาประมาณของอนุพันธของฟงกชัน f(x) ในตารางที่ ณ จุด x และขนาดขั้นที่
กําหนดใหตอไปน้ี 

  a)  x = 0.5, h = 0.1       b)  x = 0.7; h = 0.1       c) x = 0.9; h = 0.2  

x f(x) 
0.5 0.877583 
0.6 0.825336 
0.7 0.764842 
0.8 0.696707 
0.9 0.621610 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.3    Richardson Extrapolation 
 เปนกระบวนการประมาณคาท่ีใชคาประมาณที่คํานวณไดเพ่ือหาคาประมาณใหมท่ี
มีอันดับสูงกวาอันดับของคาประมาณเดิม  สมมุติให D(h) เปนสูตร(ข้ึนอยูกับคาของ h) ท่ี
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DD(h)lim 
0h

=
→

 จากทฤษฎีบทของเทยเลอร เราได 

   f(x + h) = f(x) + h ′f (x) + h 2

2
′′f (x) + h 3

6
′′′f (x) + h

f x
4

4

24
( ) ( )  + h

f x
5

5

120
( ) ( )  + ... 

และ 

   f(x - h) = f(x) - h ′f (x) + h 2

2
′′f (x) - h 3

6
′′′f (x) + h

f x
4

4

24
( ) ( ) - h

f x
5

5

120
( ) ( )  + ... 

ดังน้ัน 

 f(x + h) - f(x - h) = 2h ′f (x) + 
3

3h
′′′f (x) + )(

60
)5(

5

xfh  + ... 

หารดวย 2h จะได 

           f x h f x h

h

( ) ( )+ − −

2
 = ′f (x) + h

f x
h2 4

6 120′′′ +( ) f(5)(x) + …        

หรือ 

      f′(x)  =  
f x h f x h

h

( ) (+ − )−

2
 - 

120
)(

6

42 hxfh
−′′′ f(5)(x) - …    

ถาให  

D(h)  =  
f x h f x h

h

( ) ( )+ − −

2
 

เราได 

f′(x)  =  D(h) - 
120

)(
6

42 hxfh
−′′′ f(5)(x) + … 

D(h) = ′f (x) + h
f x

h2 4

6 120′′′ +( ) f(5)(x) + … 

เพ่ือความสะดวก เราเขียน 

   f′(x) =  D(h) + A1h
2 + A2h

4 + A3h
6 +…                  

เม่ือ A1, A2, A3, ...  คือสัมประสิทธิ์ของ h
2, h4, h6, ... ในสมการขางบนน้ี ตามลําดับ   

ถาให  D0(h/2k) = D(h/2k)  จะได 

  f′(x) =  D0(h) + A1h
2 + A2h

4 + A3h
6 +…        ...........(3.3.1) 
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จะเห็นวาถาเราประมาณคาของ f′(x) ดวย D0(h) อันดับของการประมาณจะเทากับ O(h2) 
แทนคา h ใน (3.3.1) ดวย h/2 และ h/4 ตามลําดับ จะได 

  f′(x) = D0(h/2)  + 1

22 A1h
2 + 1

24 A2h
4 + 1

26 A3h
6 + ...      ...........(3.3.2) 

และ 

  f′(x) = D0(h/4) + 1

24 A1h
2 + 1

28 A2h
4 + 1

212 A3h
6 + ...       ...........(3.3.3) 

คูณสมการ (3.3.2)  ดวย  22 แลวลบดวยสมการ (3.3.1) เราได 

 (22 - 1) ′f (x) = 22D0(h/2) - D0(h) - 3

22 A2h
4 - 15

24 A3h
6 - ... 

หารดวย  (22- 1)  จะได 

  ′f (x)      =  2 2

2 1

2
0 0

2

D h D h( / ) ( )−

−
- 1

22 A2h
4 - 5

24  A3h
6 - ... 

ถาให 

D1(h/2) = 2 2

2 1

2
0 0

2

D h D h( / ) ( )−

−
   

เราได 

                   ′f (x) = D1(h/2) - 1

22 A2h
4 - 5

24  A3h
6 - ...        ...........(3.3.4) 

จะเห็นวาการประมาณ (x) ดวย D1(h/2) มีอันดับของการประมาณเทากับ  O(h4) ′f

ในทํานองเดียวกัน  ถาเราคูณสมการ (3.3.3) ดวย 22 แลวลบดวยสมการ (3.3.2)  
จะได 

(22 - 1) ′f (x) = 22D0(h/4) - D0(h/2) - 
62

3 A2h
4 - 

102
15 A3h

6 - ... 

หารดวย  (22- 1)  จะได 
  

 ′f (x)   = 2 4 2 A2h
4 - 5

210  A3h
6 - ... 

2 1

2
0 0

2

D h D h( / ) ( / )−

−
- 1

26
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ถาให  

D1(h/4) =  2 4

2 1

2
0 0

2

D h D h( / ) ( / )− 2

−
   

เราได 

′f (x) = D1(h/4)  - 1

26 A2h
4 - 5

210  A3h
6 - ...            ...........(3.3.5) 

จะเห็นวาการประมาณ (x) ดวย D1(h/4) มีอันดับของการประมาณเทากับ O(h4) เชนกัน ′f

คูณสมการ (3.3.5)  ดวย 24 = 16  แลวลบดวยสมการ (3.3.4)  จะได 

 (24 - 1) ′f (x) = 24D1(h/4) - D1(h/2) -  15

26 A3h
6 - ... 

หารดวย 24 - 1  เราได 

  ′f (x)  =   2 4 2

2 1

4
1 1

4

D h D h( / ) ( / )−
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−
 - 1

26  A3h
6 - ... 

ถาให 

  D2(h/4) =   2 4

2 1

4
1 1

4

D h D h( / ) ( / )− 2

−
 

เราได 

  ′f (x)  = D2(h/4) - 1

26  A3h
6 - ... 

จะเห็นวา D1(h/4) ประมาณของ (x) ดวยอันดับ O(h6) ′f

ถาทําเชนน้ีตอไปเร่ือย ๆ จะได 

  D0(h/2k) = D(h/2k) 

และ  Dm(h/2k) =     สําหรับ m ≥  1 2 2
2 1

2
1 1

1

2

m
m

k
m

k

m

D h D h− − 2 −−
−

( / ) ( / )

เพ่ือความสะดวก เราจะใชสัญลักษณ D(m,k) แทน Dm(h/2k)  ดังน้ัน 

  D(m,k) = 2 1 1

2 1

2

2

m

m

D m k D m k( , ) ( ,− − − − 1)

−
   สําหรับ m ≥  1 

 

 

 

   



 

จากสูตรน้ีเราไดตารางของ  Richardson extrapolation ตอไปน้ี 

  ตาราง 3.3.1 :  Richardson Extrapolation 
  O(h2)  O(h4)  O(h6) 
  D(0,0) 
  D(0,1)  D(1,1) 
  D(0,2)  D(1,2)  D(2,2) 
  D(0,3)  D(1,3)  D(2,3)  D(3,3) 
     Μ     Μ    Μ 
  D(0,n)  D(1,n)  D(2,n)  ...    D(n,n) 
 
 
ตัวอยาง 1 : ให f(x) = ln x  จงหา  ′(1.25)  โดยใช h = 0.2 f

  D(0,0) =  f f( . . ) ( . . )

( . )

1 25 0 2 1 25 0 2

2 0 2

+ − −   = 0.806933 

  D(0,1)  = f f( . . ) ( . . )

( . )

1 25 0 1 1 25 0 1

2 0 1

+ − −   = 0.801713 

  D(1,1)  = 2 0 1 0 0
2 1

2

2

D D( , ) ( , )−
−

  = 0.799973 

  D(0,2)  = f f( . . ) ( . . )

( . )

1 25 0 05 1 25 0 05

2 0 05

+ − −  = 0.800427 

  D(1,2)  =  2 0 2 0 1

2 1

2

2

D D( , ) ( , )−

−
  = 0.799998 

  D(2,2)  =  2 1 2 1 1

2 1

4

4

D D( , ) ( , )−

−
  = 0.800000 

สรุปผลไดดังในตารางขางลางน้ี 

  O(h2)  O(h4)  O(h6) 

  0.806933   
  0.801713 0.799973 
  0.800427 0.799998 0.800000 
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แบบฝกหัด 3.3 
1.  ให f(x) =  สําหรับ h = 0.2  จงหา  D(0,0), D(1,1) และ D(2,2). x

2.  จงใชสูตรผลตางกลางและ Richardson extrapolation หาคาประมาณอันดับ 6 หรือ 
O(h6) สําหรับอนุพันธท่ี x = 0.2 ของฟงกชันที่กําหนดขอมูลดังในตาราง 

 
x f(x) 

0.0 1.00000 
0.1 1.22140 
0.2 1.49182 
0.4 2.22554 
0.8 4.95303 
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3.4  การหาปริพันธเชิงตัวเลข (Numerical Integration) 

 ปญหาท่ีจะศึกษาในบทนี้คือการหาคาของปริพันธจํากัดเขต  

I(f) = f(x)dx
a

b∫  

เราไดเคยศึกษาวิธีหาปริพันธจํากัดเขต  I(f) แลวในวิชาแคลคูลัส  สําหรับฟงกชัน f(x) ท่ี
เปนฟงกชันพื้นฐานงาย ๆ เชน f(x) เปนฟงกชันพหุนาม เปนฟงกชันช้ีกําลัง หรือ f(x) เปน
ฟงกชันตรีโกณ เราสามารถหาปริพันธจํากัดเขตของฟงกชันเหลาน้ีไดโดยการหาปฏิยา   
นุพันธ F(x) ของฟงกชัน f(x)  แลวหาผลตาง F(b) – F(a) ผลลัพธท่ีไดคือคาของปริพันธ
จํากัดเขต I(f)  ยังมีฟงกชันอีกจํานวนมากที่มีรูปแบบซับซอน หาปฏิยานุพันธไดยาก หรือ

อาจหาไมได เชน   ดังน้ันการหาปริพันธจํากัดเขตของฟงกชันเหลาน้ีจึงตองใช

วิธีท่ีเรียกวา วิธีหาปริพันธเชิงตัวเลข ท่ีจะไดกลาวถึงตอไปในหัวขอน้ี 

dxe
1 

0 

x2

∫

 ในวิชาแคลคูลัส เรานิยามปริพันธจํากัดเขตดังน้ี 

∑∫ Δ=
→ ii xwf )(limf(x)dx

0P

b

a
 

เม่ือ  P = {x0, x1, …, xn}  เปนผลแบงกั้นของชวง [a,b]  และ Δxi =  xi+1 – xi  คือความ

ยาวของชวง [xi, xi+1] สวน wi คือจุดใด ๆ ในชวง [xi, xi+1]  โปรดสังเกตุวา  Δxi ไม

จําเปนตองมีขนาดเทากัน สําหรับแตละ i  ดังน้ัน f(wi) Δxi  ก็คือพื้นที่ของรูป
ส่ีเหลี่ยมผืนผาท่ีแสดงในรูป 3.4.1       
 

x 

f(x) 

a = x0 xi xi+1 wi

 
 
 

xn= b   

 
 รูป 3.4.1 : แสดงส่ีเหล่ียมผืนผาท่ีมีความกวาง Δxi และสวนสูง f(wi) 
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ถา  f(wi) > 0  แตถา f(wi) < 0 แลว f(wi) Δxi เปนจํานวนลบของพื้นที่ส่ีเหลี่ยมผืนผา 
 ในกรณีท่ี P = {x0, x1, …, xn}  เปนผลแบงกั้นของชวง [a,b]  บางคร้ังเรากลาวงาย 
ๆ วา  x0, x1, …, xn  เปนผลแบงกั้นของชวง [a,b]  เพ่ือความสะดวก เราแบงชวง [a, b] 

ออกเปน n ชวงท่ีมีความยาวเทา ๆ กัน คือเทากับ  และให 
n

a-b x =Δ

x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, …, xn = b 

 
เปนผลแบงกั้นของชวง [a, b]  สําหรับ wi ท่ีอยูในชวง [xi, xi+1] เราใชผลบวก 

∑
=

Δ
n

i
i xwf

1
)(  

เปนคาประมาณของปริพันธจํากัดเขต I(f)  เราอาจเลือก wi ใหเปนจุดใด ๆ ก็ไดในชวง  
[xi, xi+1]  แตถาเราเลือกจุด wi ใหเปนจุดปลายทางดานซายสุดของชวง [xi, xi+1]  น่ันคือเรา

เลือก  wi  = xi  ผลบวก  ก็คือผลบวกของพื้นที่หรือจํานวนลบของพื้นที่ในรูป 

3.4.2 

∑
=

Δ
n

i
i xwf

1
)(

 

x 

f(x) 

a = x0 
xn= b 

รูป 3.4.2 : แสดงการหาปริพันธโดยใชส่ีเหล่ียมผืนผ

 
 
 
 
 า 
 
ผลบวก  

∑
=

Δ
n

i
i xwf

1
)(  =   =  Δx [f(x0) + f(x1) + … + f(xn-1)] ∑

=
− Δ

n

i
i xxf

1
1 )(

        =  h [f(x0) + f(x1) + … + f(xn-1)] 

เม่ือ  h =  
n

a-b x =Δ

จะเปนคาประมาณของ I(f)  เราเรียกการประมาณคาน้ีวาการประมาณดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา 
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ตัวอยาง 1 :  จงหาคาประมาณของ โดยใชส่ีเหลี่ยมผืนผา และให n = 6 พรอม

ท้ังเปรียบเทียบผลลัพธกับคาท่ีแทจริง 

∫
2 

1 
dx

x
1

วิธีทํา         ในท่ีน้ี  f(x) = , a = 1, b = 2  และ  h =    ดังนั้น 
x
1

6
1

n
ab
=

−

       x0 = a = 1,  x1 = 
6
7 ,  x2  = 

3
4 ,  x3 = 

2
3 ,  x4 = 

3
5 ,  x5 = 

6
11 ,  x6 = b = 2 

และคาของฟงกชัน ณ ท่ีจุดซายสุดของแตละชวงยอยเหลาน้ี เม่ือคํานวณโดย
ใชทศนิยม 4 ตําแหนง เราได 
f(x0) = f (1) = 1.0000,  f(x1) = f(7/6) = 0.8571, f(x2) = f(4/3) = 0.7500 
f(x3) = f(3/2) = 0.6667,  f(x4) = f(5/3) = 0.6000,  f(x5) = f(11/6) = 0.5455 

      ดังน้ัน ผลรวมของพื้นที่ส่ีเหลี่ยมผืนผา 

  = 
6
1 [1.0000 + 0.8571 + 0.7500 + 0.6667 + 0.6000 + 0.5455] 

  =  0.5700 

น่ันคือ   ≈ 0.5700 ∫
2 

1 
dx

x
1        

จะเห็นวา ปฏิยานุพันธของฟงกชัน f(x) ในตัวอยางน้ีคือ  F(x) = ln x ดังน้ัน 

∫
2 

1 
dx

x
1 = F(2) – F(1) = ln 2 – ln 1 = 0.6931 – 0 = 0.6931 

ซ่ึงเปนคาท่ีคํานวณไดในเชิงทฤษฎี น่ันคือเราหาคาท่ีแทจริงของ ได  เม่ือ

เปรียบเทียบกับคาท่ีคํานวณไดในเชิงตัวเลข จะพบวาคาท่ีประมาณไดคลาดเคลื่อนไปจาก
คาที่แทจริงเทากับ 

∫
2 

1 
dx

x
1

0.6931 - 0.5700 = 0.1231 
ซ่ึงจัดวามีคาคลาดเคลื่อนมากพอสมควร คือเม่ือคิดเปนเปอรเซ็นเท่ียบกับคาท่ีแทจริงแลว
คาที่คํานวณไดคลาดเคลื่อนไป 18%  เราจะศึกษาวิธีประมาณคาของปริพันธจํากัดเขตอีก
สองวิธี ซ่ึงมีความแมนยํากวาการประมาณดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา  น่ันคือวิธีประมาณดวย
ส่ีเหลี่ยมคางหมูและวิธีประมาณดวยพาราโบลา 
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การประมาณคาดวยสี่เหล่ียมคางหมู 
 เราคงยังจําสูตรสําหรับการคํานวณหาพื้นท่ีของรูปส่ีเหลี่ยมคางหมูไดวา 

พื้นท่ี = x ความกวาง x ผลบวกของดานคูขนาน 
2
1
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พื้นท่ีของรูปส่ีเหลี่ยมคางหมูในรูป 3.4.3 คือ 

x y 

h 

รูป 3.4.3 : รูปส่ีเหล่ียมคางหมู 

พื้นท่ีส่ีเหลี่ยมคางหมู = h (x + y) 
2
1

เราจะประมาณคาของ I(f) =  โดยแบงชวง [a, b] f(x)dx
a

b∫
ออกเปน n ชวง เทา ๆ กัน  แตละชวงมีความยาว h =  ให 

n
ab −

x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, …, xn = b 
เปนผลแบงกั้นของชวง [a, b]  ในแตละชวงยอย [xi, xi+1] สรางส่ีเหลี่ยมคางหมูท่ีมี f(xi) 
และ f(xi+1) เปนความยาวของดานคูขนาน และมี h = xi+1- xi  เปนความกวาง  คํานวณหา
พื้นท่ีของรูปส่ีเหลี่ยมคางหมูแตละรูป (ดูรูป 3.4.4) แลวนํามาบวกกัน จะได 
 
 

f(x) 
 
 
 
 
 
 

 
 

x a = x0 
xn= b 

… 

รูป 3.4.4 

   



 

Tn(f)  =  
2
h [f(x0) + f(x1)] + 

2
h [f(x1) + f(x2)] + … + 

2
h [f(xn-1) + f(xn)] 

              = 
2
h [f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + … + 2f(xn-1) + f(xn)] 

ซ่ึงจะเปนคาประมาณคาของ I(f) =   น่ันคือเราได f(x)dx
a

b∫

    กฏสี่เหลี่ยมคางหมู (Trapezoidal Rule) 
สําหรับ  n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวก  ถา f  เปนฟงกชันตอเน่ืองในชวง 
[a, b]  และ  x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, …, xn = b เม่ือ         

h =  แลว เราสามารถประมาณคาของ I(f)  ดวย 
n

ab −

Tn(f) = 
2
h [f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + … + 2f(xn-1) + f(xn)] 

 

ขอสังเกต : การประมาณคา I(f) ดวย Tn(f) จะมีความแมนยําสูงถา n มีขนาดใหญ  
นอกจากน้ี ถา f เปนฟงกชันเชิงเสน น่ันคือเปนพหุนามดีกรีหน่ึงและมีกราฟ
เปนเสนตรง  ในกรณีน้ี Tn(f) จะประมาณ I(f) ไดอยางถูกตองแมนยํา 

ตัวอยาง 2 :  จงใชกฏส่ีเหลี่ยมคางหมูหาคาประมาณของ โดยให n = 6 พรอม

ท้ังเปรียบเทียบผลลัพธกับคาท่ีแทจริง 

∫
2 

1 
dx

x
1

วิธีทํา         ในท่ีน้ี f(x) = , a = 1, b = 2 และ h =    ดังนั้น 
x
1

6
1

       x0 = a = 1,  x1 = 
6
7 ,  x2  = 

3
4 ,  x3 = 

2
3 ,  x4 = 

3
5 ,  x5 = 

6
11 ,  x6 = b = 2 

ถาให mi แทนสัมประสิทธิ์ของ f(xi) ใน T6(f) และคํานวณโดยใชทศนิยม 4 
ตําแหนง  จะไดผลการคํานวณดังปรากฏในตาราง 3.4.1 
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xi f(xI) mi mif(xi) 
1 1.0000 1 1.0000 

7/6 0.8571 2 1.7142 
4/3 0.7500 2 1.5000 
3/2 0.6667 2 1.3334 
5/3 0.6000 2 1.2000 
11/6 0.5455 2 1.0910 

2 0.5000 1 0.5000 
 

ผลรวมของพื้นที่ส่ีเหลี่ยมคางหมูก็คือ  คูณดวยผลรวมของจํานวนในหลักสุดทายใน   

ตาราง 3.4.1 ขางบนน้ี  น่ันคือ 
2
h

   T6(f) = 
2
h [1.0000 + 1.7142 + 1.5000 + 1.3334  

   + 1.2000 + 1.0910 + 0.5000] 

  = 
12
1 x 8.3386 = 0.6949 

ซ่ึงคลาดเคลื่อนไปจากคาท่ีแทจริงเทากับ 0.6949 – 0.6931 =  0.0002  หรือคลาดเคลื่อน
ไป 0.03%  จะเห็นวาคาประมาณท่ีไดจากการประมาณดวยส่ีเหลี่ยมคางหมูมีความแมนยํา
มากกวาการประมาณดวยส่ีเหลี่ยมผืนผามาก 
 ถาเราไมรูคาที่แทจริง  เราจะรูไดอยางไรวาคาท่ีคํานวณไดคลาดเคลื่อนไปมาก
นอยเพียงใด  น่ันคือจะรูไดอยางไรวาคาท่ีคํานวณไดมีความแมนยํามากนอยเพียงใด  ส่ิง
หน่ึงท่ีจะบอกไดก็โดยการหาขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน  ขอบเขตบนของคา
คลาดเคลื่อนจะเปนตัวบอกใหรูวาคาท่ีคํานวณไดหรือคาท่ีประมาณน้ันคลาดเคล่ือนไปไม
เกินคาท่ีเปนขอบเขตบน  โดยท่ัวไปเรามักไมรูคาที่แทจริง  เพราะถาเรารูคาที่แทจริง เรา
คงไมตองหาคาโดยประมาณ  แตเราอาจรูขอบเขตบนของคาคลาดเคล่ือน  การหา

 ∫
2

1

 dxx
1  ตาราง 3.4.1 : แสดงการหาคาของ โดยใชกฎส่ีเหล่ียมคางหมู 

   



 

คาคลาดเคลื่อนของ Tn(f)     

ถา  เปนฟงกชันตอเน่ืองและ M เปนจํานวนจริงบวกซ่ึง 
  สําหรับทุก ๆ  x ในชวง [a, b] แลวคาคลาดเคลื่อนจาก

การประมาณ I(f)  ดวย Tn(f) คือ 

(x)f ′′

M     (x)f ≤′′

ET = M
n
abfTdxxf

b

a n 2

3 

 12
)(     )()( −

≤−∫      ………….. (3.4.1) 

 

เม่ือ n มีคามาก ๆ  จะเห็นวา ET จะมีคานอย  แสดงวา Tn(f) ประมาณคาของ I(f) ได
แมนยํามากข้ึน เม่ือ n มีคามาก ๆ 

ตัวอยาง 3 :  จงหาขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน ท่ีเกิดจากการประมาณคาของ  

ดวย T6(f)  ในตัวอยาง 3.4.2 ∫
2 

1 
dx

x
1

วิธีทํา   จาก (3.4.1)  เราจะตองหาจํานวนบวก M ซ่ึงทําให  สําหรับทุก ๆ 

x  ซ่ึง  1 ≤ x ≤ 2  และจาก  f(x) =  เราไดอนุพันธ  

M     )(  ≤′′ xf

x
1
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2

1)(
x

xf −=′    และ    3

2)(
x

xf =′′

 จะเห็นวาคาสูงสุดของ  เกิดข้ึนเม่ือ x เทากับ 1  ดังน้ัน 3

2)(
x

xf =′′

    2     2      )( 
3

≤=′′
x

xf  = M 

 ในท่ีน้ี a = 1, b = 2 และ n = 6  เราไดขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน 

   0046.02
)36(12

1
12

)(
2

3

=×=
− M
n
ab  

 

 



 

ขอสังเกต :  จะเห็นวาคาประมาณ T6(f) ท่ีคํานวณไดในตัวอยาง 3.4.2 คลาดเคลื่อนไป
จากคาท่ีแทจริง 0.0002 ซ่ึงไมเกินคาของขอบเขตบน 0.0046 จริง  

 

ตัวอยาง 4 :  จงใชกฏส่ีเหลี่ยมคางหมูหาคาประมาณของ โดยให n = 4 

พรอมท้ังหาขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน 
∫

1 

0 

x dxe
2

วิธีทํา         ในท่ีน้ี f(x) = , a = 0, b = 1 และ h =    ดังนั้น 2xe
4
1

        x0 = a = 0,  x1 = ¼,  x2  = ½,  x3 = 3/4,  x4 = 1 = b 
       คํานวณโดยใชทศนิยม 4 ตําแหนง  จะไดผลดังแสดงในตาราง 3.4.2 

ตาราง 3.4.2 : แสดงการหาคาของ  โดยใชกฎส่ีเหลี่ยมคางหมู ∫
1

dxxe
2

0
   

xi f(xI) mi mif(xi) 
0 1.0000 1 1.0000 
¼ 1.0645 2 2.1290 
½ 1.2840 2 2.5680 
3/4 1.7551 2 3.5102 
1 2.7183 1 2.7183 

 
 ดังน้ัน 

 T4(f)  =  
2
h [1.0000 + 2.12 90+ 2.5680 + 3.5102 + 2.7183] 

      = 
8
1 x 11.9255 = 1.4907 

 อนุพันธอันดับหน่ึงและสองของ  f(x) =  คือ 2xe

   2

2)( xxexf =′   และ    
)24(24)( 22 222

+=+=′′ xeeexxf xxx  

เราทราบวา e < 3  และ  4x2+2 < 6  เม่ือ  0 ≤ x ≤ 1  ซ่ีงเปนผลให    

|)12(2|     )( 22

+=′′ xexf x  < 3 x 6 = 18 = M 
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ดังน้ันขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อนคือ 

0938.018
)16(12

1
12

)(
2

3

=×=
− M
n
ab  

แสดงวาคาประมาณ T4(f) ท่ีคํานวณได คลาดเคลื่อนไปจากคาท่ีแทจริงไมเกิน 
0.0938 

การประมาณคาดวยพาราโบลา 

จากความพยายามที่จะหาคาประมาณของ    ท่ีมีความแมนยํากวาการ

ประมาณดวยส่ีเหลี่ยมผืนผาและส่ีเหลี่ยมคางหมู ซ่ึงท้ังสองวิธีเปนการประมาณเสนโคง
ดวยเสนตรง  พบวาสวนใหญแลวกราฟของพาราโบลาจะใกลเคียงกับเสนโคง f(x) 
มากกวากราฟเสนตรง  จึงสมเหตุสมผลท่ีจะประมาณเสนโคง f(x) ดวยพาราโบลา  ซ่ีงก็
คือพหุนามดีกรีสองที่อยูในรูป 

∫
b 

a 
f(x)dx

p(x) = ax2 + bx + c 
กลาวคือ เราจะใชพื้นท่ีใตโคงพาราโบลา p(x) เปนคาประมาณของพื้นที่ใตโคง f(x)  เพ่ือ
ความสะดวก เราจะเร่ิมตนดวยการหาพ้ืนที่ใตโคงพาราโบลา  p(x)  ในชวง  x = -h  ถึง   
x = h ดังในรูป 3.4.3 
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 P(x) 

o -h h 

y 

 
รูป 3.4.3 แสดงพื้นท่ีใตโคงพาราโบลา 

 
 
 

x  
 
เราหาพ้ืนที่ดังกลาวโดยการหาปริพันธจํากัดเขต 

     ∫∫ −−
++=

h

h

h

h
dxcbxaxdxxp

 2 
)()(

 
h

h

cxbxax

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

23

23

 

 



 

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= chbhahchbhah

2323

2323

 

     ( )cahhchha 62
3

2
3

2 2
3

+=+=  

 
เน่ืองจากพาราโบลา p(x) ผานจุด 3 จุด คือ 

(-h, p(-h)), (0, p(0)), และ (h, p(h)) 
แทนคาใน  p(x) = ax2 + bx + c  เราได 

p(-h) = ah2+ bh + c 
p(0) = c 
p(h) = ah2 + bh + c 

ซ่ึงเปนผลให  
p(-h) + p(h) = 2ah2+ 2p(0) 

หรือ 
2ah2 = p(-h) – 2p(0) + p(h) 

ดังน้ัน 

( ))0(6)()0(2)(
3

)(
 

phpphphdxxp
h

h
++−−=∫−  

            ( ))()0(4)(
3

hpphph
++−=  

เปนพื้นที่ใตโคงพาราโบลา p(x) จากชวง x = -h ถึง x = h 

ในการประมาณคา  เราแบงชวง [a, b] ออกเปน n ชวง ท่ีมีขนาดเทา ๆ กัน 

เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวกคู  และให  
∫

b 

a 
f(x)dx

x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, …, xn = b 

เปนผลแบงกั้นของชวง [a, b]  เม่ือ h =   
n

ab −

จะเห็นวาพื้นที่ใตพาราโบลาไมเปลี่ยนแปลงเมื่อเลื่อนชวง [-h, h]  ไปตําแหนงอื่น
บนแกน x โดยคงความยาวของชวงใหมีขนาดเทาเดิม คือเทากับ 2h  พิจารณาพาราโบลา
ในสองชวงยอยแรก [x0, x1] และ [x1, x2]  ใหพาราโบลาผานจุด (x0, f(x0)), (x1, f(x1)) และ 
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[ ])()(4)(
3 210 xfxfxfh

++  

ในทํานองเดียวกัน พื้นท่ีใตพาราโบลาในสองชวงถัดไปคือ [x2, x3] และ [x3, x4] ท่ีผานจุด  
(x2, f(x2)), (x3, f(x3)) และ (x4, f(x4)) จะเทากับ 

[ ])()(4)(
3 432 xfxfxfh

++  

หาพ้ืนที่ใตพาราโบลาในสองชวงถัดไป  ทําเชนน้ีตอไปเร่ือย ๆ จนกระท่ังถึงสองชวง
สุดทาย ซ่ึงจะมีพื้นท่ีเทากับ 

[ ])()(4)(
3 12 nnn xfxfxfh

++ −−  

นําพื้นที่ท้ังหมดมารวมกัน  เราไดคาประมาณ 

Sn(f) = [ ])()(4)(
3 210 xfxfxfh

++  + [ ])()(4)(
3 432 xfxfxfh

++  + …  

+ [ ])()(4)(
3 12 nnn xfxfxfh

++ −−  

      = [ ])()(4)(2...)(4)(2)(4)(
3 123210 nnn xfxfxfxfxfxfxfh

+++++++ −−  

ซ่ึงจะถูกใชเปนเปนคาประมาณของ   ∫
b 

a 
f(x)dx

 
    กฏของซิมปสัน (Simpson’s Rule) 

สําหรับ  n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกคู  ถา f  เปนฟงชันตอเน่ืองในชวง 
[a, b]  และ x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, …, xn = b เม่ือ          

h =  แลวเราสามารถประมาณคาของ I(f) ดวย 
n

ab −

   Sn(f)   =  )(4)(2)(4)([
3 3210 xfxfxfxfh

+++  

)()(4)(2... 12 nnn xfxfxf ++++ −− ] 
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ตัวอยาง 5 :  จงใชกฏของซิมปสันหาคาประมาณของ โดยให n = 6 ∫
2 

1 
dx

x
1

วิธีทํา  ในท่ีน้ี f(x) = , a = 1, b = 2 และ h =    ดังนั้น 
x
1

6
1

 x0 = a = 1,  x1 = 
6
7 ,  x2  = 

3
4 ,  x3 = 

2
3 ,  x4 = 

3
5 ,  x5 = 

6
11 ,  x6 = b = 2 

ถาให mi แทนสัมประสิทธิ์ของ f(xi) ใน S6(f) เราแสดงผลการคํานวณในตาราง 3.4.3 
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  ตาราง 3.4.3 แสดงการหาคาของ   โดยใชกฎของซิมปสัน ∫
x

dxx
1

1

 

xi f(xI) mi mif(xi) 
1 1.0000 1 1.0000 

7/6 0.8571 4 3.4284 
4/3 0.7500 2 1.5000 
3/2 0.6667 4 2.6668 
5/3 0.6000 2 1.2000 
11/6 0.5455 4 2.1820 

2 0.5000 1 0.5000 
 

 
ผลรวมของจํานวณในหลักสุดทายเทากับ 12.4772  ดังน้ัน  

S6(f)  =  4772.12
3
×

h   =  4772.12
18
1
×  = 0.6932 

ซ่ึงมีคาใกลเคียงกับคาท่ีแทจริงมากกวา T6(f) 
 

คาคลาดเคลื่อนของ Sn(f) 

 ถา f(4)(x)  เปนฟงกชันตอเน่ือง และ M เปนจํานวนจริงบวกซ่ึง | f(4)(x) | ≤ M 
สําหรับทุก ๆ x ใน [a, b] แลวคาคลาดเคลื่อนจะเทากับ 

ES = M
n
abfSdxxf

b

a n 4

5 

 180
)(     )()( −

≤−∫  

   



 

ตัวอยาง 6 :  จงใชกฎของซิมปสันหาคาประมาณของ โดยให n = 4 พรอมท้ัง

หาขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน 
∫

1 

0 

x dxe
2

วิธีทํา         ในท่ีน้ี f(x) = , a = 0, b = 1 และ h =    ดังนั้น 2xe
4
1

        x0 = a = 0,  x1 = ¼,  x2  = ½,  x3 = 3/4,  x4 = 1 = b 
      คํานวณโดยใชทศนิยม 4 ตําแหนง จะไดผลลัพธดังแสดงในตาราง 3.4.4 
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  ตาราง 3.4.4 : แสดงการหาคาของ  โดยใชกฎของซิมปสัน ∫
1

0

2
x

e dx

xi f(xI) mi mif(xi) 
0 1.0000 1 1.0000 
¼ 1.0645 4 4.2580 
½ 1.2840 2 2.5680 
3/4 1.7551 4 7.0204 
1 2.7183 1 2.7183 

 

      ดังน้ัน 

                 S4(f)  = 
12
1 [1.0000 + 4.2580+ 2.5680 + 7.0204 + 2.7183] 

               = 
12
1 x 17.5647 = 1.4637 

ขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อนคือ  กอนอื่นจะตองหา M ดังนั้นเรา

จะตองหาอนุพันธอันดับสองของ f(x) =  พบวา 

M
n
ab

4

5

180
)( −

2xe

 2

2)( xxexf =′      
  22

24)( 2 xx eexxf +=′′  
 22222

128488)( 33 xxxxx xeexxexeexxf +=++=′′′  

   
2222 x12exe24xxe24xxe16x 224 +++=)x(

)4(
f

 



 

        12)48x(16xxe 24
2

++=
 

เราทราบวา e < 3  และ  16x4 + 48x2 + 12 < 76  เม่ือ 0 ≤ x ≤ 1  ซ่ึงเปนผลให    

| f (4)(x) |  =  | | < 3 x 76 = 228 = M 12)48x(16xxe 24
2

++
ดังน้ันขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อนคือ 

0.0049228
180(256)

1
M4180n

5a)(b
=×=

−
 

แสดงวาคาประมาณ S4(f) ท่ีคํานวณได คลาดเคลื่อนไปจากคาท่ีแทจริงไมเกิน 
0.0049 

คําถามที่มักจะพบคือตองกําหนดให n มีคามากนอยเพียงใด การประมาณคาจึงมี
ความแมนยําในระดับท่ีเราตองการ โดยท่ัวไปการประมาณคาจะมีความแมนยําถึงทศนิยม 
k ตําแหนง ถาคาประมาณน้ันมีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน 0.5 x 10-k 

ตัวอยาง 7 :  จงหาคา n ท่ีนอยที่สุดท่ีทําใหการประมาณคาของ  ดวยกฏของ

ซิมปสัน มีความแมนยําถึงทศนิยม 3 ตําแหนง 
∫

2 

1 
dx

x
1

วิธีทํา        เราจะตองหาคา n ท่ีนอยที่สุดท่ีทําให 

0005.0105.0
180

)( 3
4

5

=×<
− −M

n
ab  
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       แต             415n

19
2284180n

1
M4180n

5a)(b
=×=

−

       น่ันคือเราตองการคา n ท่ีนอยที่สุดท่ีทําให 

0.0005415n

19
<   หรือ   4n

15(0.0005)

19
<

 แสดงวา    
n4 > 2533.33  หรือ  n > 7.0945 

เน่ืองจาก n จะตองเปนจํานวนเต็มบวกคู  ดังนั้น คาของ n ท่ีนอยที่สุดคือ  8 

   



 

แบบฝกหัด 3.4 

1. จงหาคาของ  โดยใชการประมาณคาดวยส่ีเหลี่ยมผืนผา  เม่ือ n = 5, 8, 10 ∫
2 

0 

3dxx

2. จงหาคาของ  โดยใชการประมาณคาดวยส่ีเหลี่ยมคางหมู  เม่ือ n = 5, 8, 10 ∫
2 

0 

3dxx
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3. จงหาคาของ    โดยใชกฏส่ีเหลี่ยมคางหมู เม่ือ n = 6, 8, 10 ∫ +

2 

0 21
1 dx
x

4. จงหาคาของ     โดยใชกฏของซิมปสัน เม่ือ n  =  6, 8, 10 ∫ +

2 

0 21
1 dx
x

5. เม่ือ n = 4  จงหาคาของ   โดยใชการประมาณคาดวย ∫
+

1 

0 21

1 dx
x

5.1  ส่ีเหลี่ยมผืนผา 
5.2  กฏส่ีเหลี่ยมคางหมู 
5.3  กฏของซิมปสัน 

6. จงหาคาของ  โดยใชกฏส่ีเหลี่ยมคางหมู และ n = 10  พรอมท้ังหา

ขอบเขตบนของคาคลาดเคลื่อน 
∫
π 

0 
sin xdxx

7. จงหาคาของ  โดยใชกฏของซิมปสัน และ n = 10  พรอมท้ังหาขอบเขต

บนของคาคลาดเคลื่อน 
∫
π 

0 
sin xdxx

8. ให f(x) เปนฟงกชันที่กําหนดคาดังในตาราง  จงหาคาประมาณของ  โดย

ใชกฏส่ีเหลี่ยมคางหมู  และ n = 1, 2, 4 
∫

2 

0 
)( dxxf

xi 0 0.5 1 1.5 2 
f(xi) 0 0.3 5 25.3 80 

9. ให f(x) เปนฟงกชันที่กําหนดคาดังในตารางในขอ 8  จงหาคาประมาณของ 

)( dxxf  โดยใชกฏของซิมปสัน  และ n = 2, 4 ∫0 

2 

10. ให f(x) เปนฟงกชันที่กําหนดคาดังในตาราง  จงหาคาประมาณของ  โดย∫
1 

0 
)( dxxf

 



 

xi 0.0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1.0 
f(xi) 0.000 0.124 0.242 0.348 0.433 0.488 0.496 0.424 0.000 
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11. จงหาคา n ท่ีนอยที่สุดท่ีจะทําใหการประมาณคาของ   ดวยกฏส่ีเหลี่ยมคาง

หมู  มีความแมนยําถึงทศนิยม 5  ตําแหนง 

∫
7 

2 
dx

x
1

12. จงหาคา n ท่ีนอยที่สุดท่ีจะทําใหการประมาณคาของ  ดวยกฏของ

ซิมปสัน  มีความแมนยําถึงทศนิยม 5  ตําแหนง 
∫ 3 

0 
dxcosx 

π

 

13.  จงหาคา n ท่ีนอยที่สุดท่ีจะทําใหการประมาณคาของ   ดวยกฏส่ีเหลี่ยม

คางหมู  มีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน  10-4 
∫
π 

0 
sin xdxx

14. จงหาคา n  ท่ีนอยที่สุดท่ีจะทําใหการประมาณคาของ  ดวยกฏของซิมป

สัน  มีคาคลาดเคลื่อนไมเกิน  10-4 
∫
π 

0 
sin xdxx
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