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บทที่ 2   
ปริพันธฟงกชันเชิงซอน 

 

2.1 ทฤษฎีบทการหาปริพันธ 
ในบทท่ีแลว เรารูจักการหาอนุพันธของฟงกชันเชิงซอนมาแลว ในบทน้ีเราจะ

ศึกษาการหาปริพันธฟงกชันเชิงซอน ซ่ึงฟงกชันวิเคราะหเปนฟงกชันท่ีมีสมบัติพิเศษและ
นาสนใจมาก 

2.1.1  ปริพันธจํากัดเขต 
ในการหาคาปริพันธของฟงกชันเชิงซอน งายท่ีสุดก็คือ ฟงกชันท่ีเขียนในรูปตัว

แปรจริง น่ันคือ  

  f(t)  =  u(t) + iv(t) ,    a ≤ t ≤ b 
เม่ือ u(t) และ v(t) เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง t  ซ่ึงเราทราบมาแลวจาก

การศึกษาแคลคูลัสวา ถา u(t) และ v(t)  เปนฟงกชันตอเน่ืองแลว u และ v จะหาคา
ปริพันธได เพราะฉะนั้น เราจึงใหคําจํากัดความของปริพันธจํากัดเขต ดังนี้ 

∫
b

a
dt)t(f    =    ∫ ∫+b

a

b

a
dt)t(vidt)t(u      ← 

จากสมการ  ←  โดยการหาปฏิยานุพันธของ u และ v   จะไดวา 

  ∫
b

a
dt)t(f    =    U(b) - U(a)  +  i [V(b) - V(a)]   ↑ 

เม่ือ  U′(t)   =   u(t)   และ  V′(t)   =   v(t) 
 
ตัวอยาง 1 

 จงหาคาของ ∫ +1

0

3 dt)it(  

วิธีทํา  

 ในท่ีน้ี   f(t)  =   (t + i)
3
 

   =   t
3
 - 3t  +  i(3t

2
 - 1) 
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ดังน้ัน  u(t)   =  t
3
 - 3t  และ  v(t)   =  3t

2
 - 1 

จากสมการ ←   จะได 

 ∫ +1

0

3 dt)it(   =  ∫ ∫ −+−1

0

1

0

23 dt)1t3(idt)t3t(  

   =  
1

0

31

0

24
)t3

t3(i2
t3

4
t −+−  

   =  2
3

4
1 −     =    4

5−  

 
ตัวอยาง 2 

 จงหาคาของ   ∫ +π

0
dt)ittexp(  

วิธีทํา ในท่ีน้ี  f(t) =   exp (t + it) 

   =   e
t
 • e

it
 

   =   e
t
(cos t + isin t) 

ดังน้ัน   u(t)   =   e
t
cos t  และ  v(t)  =  e

t 
sin t 

จากสมการ  ←   จะได 

∫ +π

0
dt)ittexp(  =  ∫ ∫+π π

0 0
tdtsinteitdtcoste  

 
โดยการหาปริพันธดวยวิธีการแยกสวน จะได  

 ∫ +π

0
dt)ittexp(  =  2

1 e
t
(cos t + sin t) + 2

i e
t
(sin t – cos t)

π=

=

t

0t

 

    =  - 2
1 (eπ + 1) +  2

i (eπ + 1) 

 นอกจากน้ี ปริพันธเชิงซอนยังมีสมบัติเหมือนกับปริพันธของฟงกชันคาจริง 
 ให    f(t)    =   u(t)  +  iv(t) 
 และ  g(t)   =   r(t)  +  is(t) 

เม่ือ   a  ≤  t  ≤ b    และ  c ∈ [a , b]  
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∫ +b

a
dt)]t(g)t(f[   =  ∫ ∫+

b

a

b

a
dt)t(gdt)t(f     → 

∫
b

a
dt)t(f   =   ∫ ∫+

c

a

b

c
dt)t(fdt)t(f     ↓ 

∫ +b

a
dt)t(f)idc(  =  (c+id) ∫

b

a
dt)t(f      ° 

∫
b

a
dt)t(f   =   - ∫

a

b
dt)t(f       ± 

∫
b

a
dt)t(g)t(f   =   ∫ −b

a
dt)]t(s)t(v)t(r)t(u[  

       ∫ ++ b

a
dt)]t(r)t(v)t(s)t(u[i    ″ 

 
ขอสังเกต 

 ถา  U  และ V เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดในชวง a < t  < b และให  
   F(t)   =   U(t) + iV(t) 

แลว  F′(t)  =   U′(t) + iV(t) 

ดังน้ัน สมการ   ↑    สามารถเขียนไดในรูป 

 ∫
b

a
dt)t(f    =   F(b) - F(a)      ≥ 

โดยท่ี     F′(t)   =   f(t) 
 

ตัวอยาง 3 

 จงแสดงวา สมการ  °  เปนจริง 
วิธีทํา 
 เน่ืองจาก  
  (c + id) f(t)   =  (c + id)[u(t) + iv(t)] 
    =  cu(t)  –  du(t) + i[cv(t) + du(t)] 

เพราะฉะน้ัน  โดยสมการ  ←  จะได  

∫ +b

a
dt)t(f)idc(  =  ∫ ∫ ∫ ∫++−b

a

b

a

b

a

b

a
dt)t(uiddt)t(vicdt)t(vddt)t(uc  



 

 

38  MA 217 

   = (c+id) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫ ∫+

b

a

b

a
dt)t(vi)t(u  

   =  (c+id) ∫
b

a
dt)t(f  

 
ตัวอยาง 4 

 จงหาคา   ∫
π

2

0
dt)itexp(  

วิธีทํา  ให    f(t)   =  exp(it) 

 จะพบวา  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

)itexp(i
1

dt
d    =  f(t) 

เพราะฉะน้ัน ถาเปรียบเทียบกับสมการ  ≥   จะพบวา  

    F(t)   =  i
1exp(it) 

     =  -iexp(it) 

ดังน้ัน   ∫
π

2

0
dt)itexp(  =  ∫

π
2

0
dt)t(f   =  F )0(F)2( −π  

     =  2
i

ie
π

− + ie0 
     =  i - 1 
 

แบบฝกหัด 2.1 
จงหาคาปริพันธจํากัดเขตตอไปน้ี 

1. ∫ −
1

0

2 dt)it3(  

2. ∫ +1

0

3 dt)i2t(  

3. ∫
π

2

0
dt)itcosh(  

4. ∫ +
2

0
dtit

t  
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5. ∫
π

4
0

dt)itexp(t  

6. ∫
π −2

0

intimt dtee   เม่ือ  m และ n เปนจํานวนเต็ม 

 
คําตอบ 

 

1. 2 - 3i 

2. - 4
23  - 6i 

3. 1 
4. 2 – arc tan 2 – i ln 5  

5. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π−+−+π 822

2i12
2

82  

6. 0  เม่ือ  m ≠ n และ  2π  เม่ือ  m = n  
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2.1.2 คอนทัวร  
เราสามารถเขียนสมการเสนโคงในรูปตัวแปรเสริมได เชน เสนโคงพาราโบลา      

y  =  x
2
  สามารถเขียนในรูปตัวแปรเสริมคือ  x  =  t ,  y  =  t

2
 เม่ือ -∞  < t  < ∞    

ถาให  t  อยูในชวง 0 ≤  t  ≤  2   ก็จะไดพาราโบลาที่เช่ือมตอระหวางจุด (0,0) และจุด 
(2,4) 

น่ันคือ สําหรับจุด (x,y) ใดๆ บนเสนโคง  C เราสามารถเขียนแทนในรูปฟงกชันคา
จริงสองฟงกชัน 

x  =  x(t)  ,  y  =  y(t)  ,   a ≤ t ≤ b     ← 
โดย x(t) และ y(t) เปนฟงกชันตอเนื่อง เรียก จุดบน C ท่ีสมนัยกับ t  =  a วา 

จุดเร่ิมตน และเรียกจุดบน C ท่ีสมนัยกับ  t  =  b วา  จุดส้ินสุด และเรียกสมการ ← วา
สมการในรูปตัวแปรเสริม 

สําหรับเสนโคงในระนาบ z  จุด  z  =  (x , y) บนเสนโคงสามารถเขียนแทนในรูป 

   z   =   (x(t) , y(t))  ,  a ≤ t ≤ b 

หรือ   z(t)  =   x(t) + iy(t)    ;   a ≤ t ≤ b     ↑ 
 

 
 

 
              เสนโคงเชิงเดี่ยว    เสนโคงปดเชิงเดี่ยว 
 

 
  เสนโคงเปดหลายเชิง    เสนโคงปดหลายเชิง 

z(a) 

z(b) z(t) 

z(a) = z(b) 

z(a) 

z(b) 

z(a) = z(b) 

• 
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เรียกเสนโคง  C  วา เสนโคงเชิงเดียว ถา z(t1)  ≠  z(t2)  เม่ือ t1 ≠  t2 
 เรียกเสนโคง  C  วา เสนโคงปด ถา z(b) = z(a) 

ถา x(t)  และ  y(t) หาอนุพันธได เม่ือ  a  ≤  t ≤  b  แลว ฟงกชันเชิงซอน z(t) 

ในสมการ ↑ จะหาอนุพันธไดดวย และ  

  z′(t)  =  x′(t)  + iy′(t)  ,  a  ≤  t  ≤  b    → 

เรียกเสนโคง C วา เสนโคงเรียบ  ถา z′(t)  ตาม →  เปนฟงกชันตอเนื่อง 
 

สําหรับเสนโคงเรียบใดๆ ให s(t) เปนฟงกชันความยาวเสนโคง จะพบวา                      

dt
ds   =   |z′(t)|    =   22 ))t(y()t(x( ′+′  

ให  L  เปนความยาวของเสนโคง C  ดังน้ัน  

 L   =    ∫ ′+′b

a
dt))t(y()t(x( 22    =   dt 

b

a
)t(z ∫ ′    ↓ 

 
เรียก เสนโคง  –C วามีทิศตรงขามกับเสนโคง C  

  
 

 
 เรียก เสนโคง C วา คอนทัวร ถา C ประกอบดวยเสนโคงเรียบ จํานวนจํากัด

เช่ือมตอกันโดยที่จุดส้ินสุดของ Ck ตอกับจุดเร่ิมตนของ Ck+1 
 

 

 C  =  C1 + C2 + C3 + C4 

z(a) 

z(b) 

z(t) 

C -C 
z (a) 

C1 

C2 
C3 

C4 

z(b) 
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สําหรับคอนทัวรปด  C จะเรียกวา มีทิศทางเปนบวก ก็ตอเม่ือขณะเคลื่อนท่ีจุด
ภายในคอนทัวรจะอยูดานซายมือ น่ันคือ เคลื่อนท่ีในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังรูป 
 
 

 
ตอไปจะพิจารณาสมการเสนตรง และวงกลมในรูปตัวแปรเสริม 

สําหรับเสนตรง C ท่ีเช่ือมระหวางจุด a และ b ในรูป z(t)  =  x(t) + iy(t) ,a ≤ t ≤ b 

ใหจุดเร่ิมตน คือ  z0  =  x0 + iy0  และจุดปลาย  z1  =  x1 + iy1 
  
      
 
 
 
 

 จะไดสมการเสนตรงที่เช่ือมจุด z0 ไปยัง z1 คือ  

z(t)  =   x0 + (x1 - x0)t  + i[y0 + (y1 - y0)t]   ,   0  ≤  t  ≤ 1 
หรือ   

   z(t)  =   z0 + (z1 - z0)t    ,    0 ≤  t  ≤  1 
    

สําหรับวงกลมที่มีจุดศูนยกลาง z0  รัศมี R  จะไดสมการคือ  

 |z(t) - z0|  =  R 

    =  |Re
it
|             ,    0  ≤  t  ≤  2π 

   z(t) =  z0 + Re
it 

หรือ     z(t)   =   x0 + R cos t + i(y0 + R sin t) 

C 

-C 

y 

x 

C z1 
z(t) 

z0 

y 

x 

• 
z(t) 

R 
z0 

• 
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ตัวอยาง 1  

 จงเขียนเสนโคง C1 , C2 , C3  ซ่ึงกําหนดสมการดังน้ี 

C1  :  x   =   t         ,  y  =  t    ,  0  ≤t ≤ 1 

C2  :  x   =   2 - t   ,   y  =  1  , 1  ≤  t  ≤  2 

C3  :  x   =   0        ,  y  =  3 - t  , 2  ≤  t  ≤  3 
 

วิธีทํา 

 พิจารณา C1 จะพบวา y  =  x  และ 0 ≤ t ≤ 1 ทําให ไดวาเปนเสนตรงที่เช่ือมตอ
จุด     (0 , 0) และ (1 , 1) 

พิจารณา C2 เม่ือ t มีคาเปลี่ยนจาก 1 ไปยัง 2  จะไดสวนของเสนตรงซึ่ง 
จุดเร่ิมตนคือ (1 , 1) และจุดส้ินสุดคือ (0 , 1)   

พิจารณา C3  เม่ือ t มีคาเปลี่ยนจาก 2 ไปยัง 3 จะไดสวนของเสนตรงซึ่ง 
จุดเร่ิมตนคือ (0 , 1) และจุดส้ินสุดคือ (0 , 0)  

ซ่ึงมีทิศทางดังรูป และ C1 , C2 , C3  ตอกันเปนรูปสามเหลี่ยม น่ันคือ                           

C = C1 + C2 + C3  
 
 

 
       
 
 
 
 
 
 
 

y 

x (0,0) 

(0,1) (1,1) 

C1 

C2 

C3 
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ตัวอยาง 2 
 จงหาสมการในรูปตัวแปรเสริม ท่ีแทนคอนทัวร C  จาก –1  ถึง 3 + i  ดังรูป  
 

 

วิธีทํา คอนทัวร  C  =  C1 + C2 + C3 

 สูตรท่ีใชหาสมการเสนตรงที่เช่ือมตอจุด z0 และ z1  
คือ  z(t)   =  z0  +  (z1 - z0) t    ,  0 ≤ t ≤ 1 

พิจารณา C1 :  z1(t)   =  -1 + [1 + i - ( - 1)]t 

   =  (-1 + 2t) + it    ;  0  ≤  t ≤ 1 

 C2 :  z2(t) =  1 + i + [1 – 2i - (1+i)] t 

   =  1 + (1 - 3t)i      ;    0 ≤ t  ≤ 1 

C3  :   z3(t)  =  1 – 2i + [3 + i - (1 - 2i)] t 

   =  1 + 2t + (3t - 2)i  ,  0 ≤ t ≤ 1 
 
 
 
 
 
 

y 

x 

1+i 3+i 

1-2i -2i 

-1 

C1 C2 C3 
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แบบฝกหัด 2.12 
1. จงเขียนรูปเสนโคงตอไปน้ี 

1.1 z(t)  =  t
2
-1 + i(t + 4)  ,    1   ≤  t  ≤  3 

1.2 z(t)  = sin t + i cos 2t  ,  - 2
π   ≤  t  ≤  2

π  

1.3 z(t)  =  5 cos t – i3 sin t  ,   2
π    ≤   t   ≤  2π 

 

2. จงหาสมการตัวแปรเสริมของคอนทัวร C  =  C1 + C2  จากรูป ก. และคอนทัวร             

C  =  C1 + C2  + C3 จากรูป ข.  
 
 
 
 
 
 
 

รูป ก.     รูป ข.  
 

คําตอบ 
 

2. รูป ก. C1  :  z1(t)  =  2 cos t + i2 sin t ,   0 ≤ t ≤ 2
π   

  C2  :  z2(t)  =  -t + i(2 - t)  ,   0 ≤ t ≤ 2 

รูป ข.  C1  :  z1(t)  =  -2 + t + it  ,   0 ≤ t ≤ 2 

  C2  :  z2 (t)  =  t + 2i   ,   0 ≤ t ≤ 2 

 C3  :  z3(t)  =  2 + i(2 - t)  ,   0 ≤ t ≤ 2 
 
 

y y 

-2 2 -2 2 

C2 C1 

x 

2i C2 
C1 C3 

2+2i 2i 

x 
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2.1.3 ปริพันธตามคอนทัวร 
ปริพันธตามคอนทัวร นิยามโดยใชลิมิตของผลบวกรีมันน  ในรูป  

  ∫
C

dz)z(f     =    ∑
=

Δ
∞→

n

1k
kz)*

kz(f
n

lim     ← 

 
 
 
 
 
 

ซ่ึงนักศึกษาสามารถคนควาไดจากหนังสือข้ันสูง ในท่ีน้ีจะกลาวถึงวิธีหาปริพันธ
โดยใชความรูท่ีผานมา ดังน้ี 

เพราะวา   z′(t)     =    x′(t) + iy′(t)     ↑ 

ดังน้ัน    dz   =   z′(t)dt   =   [x′(t) + iy′(t)] dt    → 
ถาเราเขียน    dz   =  dx + idy   จะพบวา   

dx   =  x′(t)dt   และ  dy  =  y′(t)dt     ↓ 
 
บทนิยาม   ปริพันธตามคอนทัวร C ของฟงกชัน f(z) กําหนดโดย 

   ∫
C

dz)z(f   =   ∫ ′
b

a
dt)t(z))t(z(f     ° 

เน่ืองจาก  f(z)  =  u(x , y)  + iv(x , y)   ,   z  =  x(t) + iy(t) 

∴ ∫
C

dz)z(f    =  ∫ ′+′+
b

a
dt)yix)(ivu(  

=  ∫ ∫ ′+′+′−′
b

a

b

a
dt)yuxv(idt)yvxu(    ± 

หรือ  

z0 z1 

zk zk+1 

z1 
• 
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 ∫
C

dz)z(f  =  ∫ ∫ ++−
C C

udyvdxivdyudx     ″ 

 
 
ตัวอยาง 1 จงหาคา ∫

C
zdzexp  

 C  เปนเสนตรงที่เช่ือมตอจุด 0 และ 2 + 2
iπ  

วิธีทํา  

C  :  z(t)   = z0 + (z1 - z0) t   ,    0  ≤  t  ≤ 1 

  =   (2 + 2
iπ )t   ,   0  ≤  t   ≤ 1 

 dz   =   (2 + 2
iπ ) dt  

∴ f(z(t)) =   exp (2t + 2
iπ t) 

  =   e2t (cos t2
π + isin t2

π ) 

 x′(t) =   2  และ   y′(t)   =   2
π  

จากสมการ ± 

∴ ∫
C

zdzexp    =   ∫ ππ−π1

0

t2t2 dt]t2sine2t2cose2[  

           ∫ ππ+π+
1

0

t2t2 dt]t2cose2t2sine2[i  

เราหาคาปริพันธได โดยการหาปริพันธ ดวยวิธีการแยกสวน ซ่ึงจะได  

∫
C

zdzexp  =    e
2t
cos 2

π t + ie
2t
 sin 2

π t 
1t

0t

=

=
 

 =   e
2
cos 2

π  + ie
2
sin 2

π -1 

 =  -1 + ie
2
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ขอสังเกต 
 เราอาจจะหาสมการตัวแปรเสริมของ  C   ไดอีก ลักษณะคือ พิจารณาเสนตรงที่

เช่ือมจุด (0 , 0) และ (2 , 2
π ) ซ่ึงเราหาสมการเสนตรงนี้ไดจากสูตร  1yy −  =  m(x - x1) 

ซ่ึงจะได  y  =  x2
2

π
  หรือ   y  =  x4

π   เปนการสะดวกท่ีจะให   x  =  t  ทําให            

y  =  t4
π   ,   0 ≤ t ≤ 2  ฉะน้ันสมการตัวแปรเสริมคือ  

   z(t)   =   t  +  i t4
π   ,  0 ≤ t ≤ 2 

ตัวอยาง 2 จงหาคา ∫
1C
zdz   และ  ∫

2C
zdz   

เม่ือ C1 คือ สวนของเสนตรงจากจุด –1 - i ถึง 3 + i และ C2 คือ สวนของเสนโคงพาราโบลา    

x = y
2 + 2y จากจุด  -1 - i คือ  3 + i 

 
วิธีทํา  

 

 
 
 
 
 
 
 
พิจารณา C1  ซ่ึงเปนเสนตรงที่เช่ือมจุด (-1 , -1) และ (3 , 1) จะไดสมการคือ                            

y + 1 = )1x(13
11 ++
+  หรือ y  =  2

1x2
1 −   หรือ  x  =  2y + 1 ถาให y  =  t จะได           

x  =  2t + 1 ดังน้ันสมการตัวแปรเสริมของ C1  
 

  C1   :      z(t)   =  2t + 1 + it   ;   -1 ≤  t ≤ 1 

3+i i 

-i -1-i 
1 2 3 -1 

C1 

-1-i 
-i 

i 

-1 1 2 3 

C2 3+i 
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    dz      =  (2 + i) dt 
 
 
ดังน้ัน  

  ∫
1

C
dz)z(f    =  ∫ zdz   =  ∫ +++

−

1

1
dt)i2)(it1t2(  

    =  ∫ +++
−

1

1
dt)]1t4(i2t3[  

    =  ∫ ∫ +++
− −

1

1

1

1
dt)1t4(idt)2t3(  

    =  6
1 (3t+2)

2
+ 8

i (4t+1)
2
 

1

1−
 

    =  6
25 + 8

25 i - 6
1 - 8

9 i 

    =  4+2i 
 
พิจารณา C2 ซ่ึงเปนเสนโคงพาราโบลา x = y2+2y เช่ือมจุด (-1,-1) และ (3,1) ถาให y = t 
จะได x = t2+2t  

 ∴ C2 :        z(t)  =  t2 + 2t + it  , -1 ≤ t ≤ 1 
   dz  =  (2t + 2 + i)dt 
ดังน้ัน  
 ∫

2C
dz)z(f   =  ∫

2C
zdz   =  ∫ ++++

−

1

1

2 dt)i2t2)(itt2t(  

    =  ∫ ++++
−

1

1

223 dt)]t4t3(i)t3t6t2[(  

    =  ∫ ∫ ++++
− −

1

1

1

1

223 dt)t4t3(idt)t3t6t2(  

    =  2
1 t

4 
+ 2t

3 
+ 2

3 t
2 

+ i(t
3 

+ 2t
2
) 

1

1−
 

    =  4 + 2i 
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ตัวอยาง 3 จงหาคา  ∫

1C
dzz    และ ∫

2C
dzz  

เม่ือ C1 คือ เสนรอบวงรูปคร่ึงวงกลมจาก (-1,0) ถา (1,0) และ C2 คือ คอนทวัรท่ีเกิดจาก

เสนตรงที่เช่ือมจุด (-1,0) → (-1,1) → (1,1) → (1,0) 
 
วิธีทํา 
 

  
พิจารณา C1  สมการตัวแปรเสริม คือ  

 C1  :    z(t)    =   -cos t  + sin t   ,   0  ≤  t  ≤  π 
           )t(z    =   -cos t – isin t 
            dz      =   (sin t  +  icos t) dt 

∫
1C

dzz  =  ∫ +−−
π

0
dt)tcosit)(sintsinitcos(  

 =  ∫ +−π
0

22 dt)tcost(sini  

 =  ∫−
π

0
dti   =   -it

π

0
  =  -πi 

 
พิจารณา C2 ซ่ึงประกอบดวย เสนตรงสามเสน ทําให เราเขียนสมการตัวแปรรวมดังน้ี 
 z1(t)  =  -1 + it  ,  dz1  =  idt   ,   f(z1(t))  =  -1 - it   

C1 

-1 1 

-1+i 

-1 1 

1+i C2 
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 z2(t)  =  -1 + 2t + i  ,  dz2 = 2dt ,  f(z2(t))  = -1 + 2t - i  
 z3(t)  =   1 + i(1 - t)   ,  dz3  =  -idt   ,  f(z3(t))  =  1 - i(1 - t) 

ซ่ึงทุกเสนตรง  0  ≤ t ≤ 1  ดังน้ัน  

∫
2C

dz)z(f    =  ∫ ∫ ∫++1

0

1

0

1

0
332211 dz))t(z(fdz))t(z(fdz))t(z(f  

 ∫
2C

dzz    = ∫ ∫ ∫ −−−+−+−+−−1

0

1

0

1

0
i)dtt)](i(1[1i)2dt2t1(it)idt1(  

   =  ∫ −+−+−+−++−
1

0
dt)]1ti()i2t42()ti[(  

   =  ∫ −−
1

0
dt)i43t6(  

   =  ∫ ∫−−
1

0

1

0
dti4dt)1t2(3  

   =  3(t
2 - t) - 4it

1

0
  =  -4i 

 
สมบัติของปริพันธตามคอนทัวร 

1. ∫
−C

dz)z(f   =  - ∫
C

dz)z(f  

2. ∫ +
C

dz)]z(g)z(f[  =  ∫+∫
C

dz)z(g
C

dz)z(f  

3. ∫ +
C

dz)z(f)idc(  =  (c+id) ∫
C

dz)z(f  

4. ∫
+ 2C1C

dz)z(f   =  ∫+∫
2C1C

dz)z(fdz)z(f  

5. ∫
C

dz)z(f   มีคาไมเปลี่ยนแปลงไมวาคอนทัวร  C  จะใชสมการตัวแปรเสริมใดก็

ตาม 

6. ∫
b

a
dt)t(f  ≤  ∫

b

a
dt)t(f  
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สําหรับขอ 2 , 3 และ 4  เราจะเห็นไดงายวาเปนจริง 

1. ให  C  :  z(t)   =  x(t) + iy(t)   ,    a ≤ t  ≤ b 

เน่ืองจาก ∫
C

dz)z(f    =   ∫ ′b

a
dt)t(z))t(z(f  

ฉะน้ัน ∫
−C

dz)z(f    =   ∫ ′a

b
dt)t(z))t(z(f  

  =   ∫ ′−
b

a
dt)t(z))t(z(f  

  =  ∫−
C

dz)z(f  

5. สมมติวาคอนทัวร C เขียนในรูปตัวแปรเสริมสองแบบ คือ  

C  :   z1(t)    =    x1(t)  +  iy1(t)  a ≤ t ≤ b 

C  :   z2( τ)  =   x2(τ) + iy2(τ)  α ≤ τ ≤ β 

โดยท่ีฟงกชัน  φ  หาอนุพันธได กําหนดโดย 

τ =  φ(t)  α  =  φ(a)  β  =  φ(b)   
และ 

φ′(t)  > 0    สําหรับ   a  <  t  <  b 
ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนคอนทัวร C  แลว 

∫ ′b

a
11 dt)t(z))t(z(f    =   ∫ ττ′τ

β

α
d)(z))(z(f 22  

 
6. เราเขียนคาของปริพันธในรูปแบบเชิงข้ัว 

reiθ   =   ∫
b

a
dt)t(f  

 ดังน้ัน   

  r    =   ∫ θ−b

a

i dt)t(fe  

 สวนจริงของสมการขางบนคือ  
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   r    =    ∫ θ−b

a

i dt))t(feRe(  

แตเราทราบวา Re(e-iθf(t)) ≤ |e-iθf(t)| ≤ |f(t)|  
ฉะน้ัน   

  r    =    ∫ θ−b

a

i dt))t(feRe(   ≤  ∫
b

a
dt)t(f  

แตเน่ืองจาก        r   =   ∫
b

a
dt)t(f  

ฉะน้ันจึงไดสมบัติตามขอ 6 
 
ทฤษฎีบท ถา f(z)  =  u(x , y)  +  iv (x , y) เปนฟงกชันตอเน่ืองบนคอนทัวร C แลว  

    ∫
C

dz)z(f    ≤  ML 

เม่ือ L เปนความยาวของคอนทัวร C และ M เปนขอบเขตบนของ |f(z)| บน C 
 
พิสูจน 

 ∫
C

dz)z(f    =  ∫ ′
b

a
dt)t(z))t(z(f  

≤ ∫ ′b

a
dt)t(z ))t(z(f  

≤ ∫ ′b

a
dt)t(zM  

≤ dt∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛b

a dt
dy

dt
dxM

22

  =  ML  
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ตัวอยาง 4    จงแสดงวา  

1) ∫ +
C

dz)iyx( 22   ≤  2   โดยที่  C  คือ สวนของเสนตรงที่เช่ือมตอระหวางจุด –i    

ไปยัง i  

2) ∫
C

dz
z
1  2  ≤ 2   โดยท่ี  C  คือ สวนของเสนตรงที่เช่ือมตอจากจุด –1+i  ไปยัง

จุด 1+i  
 

วิธีทํา    

1) พิจารณา  | f(z) |   =  | x2 + iy
2| 

      ≤ |x2| + |iy2|  =  |x2| + |y2| 
สมการเสนตรงที่เช่ือมระหวางจุด –i และ i  คือ  z  =  iy   ,   -1  ≤  y  ≤  1 

เพราะฉะน้ัน ตามเสนตรงจะพบวา |x2| + |y2| ≤ 1 

น่ันคือ  |f(z)|  ≤ 1 = M  

ตอไปพิจารณา   L  =  ∫ ′
C

dt)t(z   =  ∫
C

dt  i  

       =  ∫
−

1

1
dt   =  2 

 
น่ันคือ  

   ∫ +
C

dz)iyx( 22   ≤  ML  =  2 

 
2) สมการเสนตรงที่เช่ือมระหวางจุด –1 + i  และ 1 + i  คือ  

z  =  x + i     -1 ≤ x ≤  1 

i 

-i 
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ดังน้ัน    1   ≤   |z| ≤ 2  
 

  2
1  ≤   2z

1  ≤  1 

น่ันคือ  |f(z)|  =   2z
1   ≤ 1 =  M  

ในท่ีน้ีความยาวของคอนทัวร  L มีคาเทากับ 2 
เพราะฉะน้ัน  

  ∫
C

dz
z
1 2   ≤  ML  =  2 

 
 

แบบฝกหัด  2.1.3 
1. จงหาคาของ ∫

C
ydz   จาก  -i ถึง  i   ตามคอนทัวรตอไปน้ี 

1) C  :  รูปหลายเหลี่ยมที่มีจุดยอด –i , -1 - i , -1 , i 

2) C  :  รูปครึ่งวงกลมดานซายของ |z| = 1 ทิศทางบวก  

2. จงหาคาของ ∫
+

+

i42

i1

2dzz    ตามคอนทัวร  

1) พาราโบลา  x  =  t  ,  y  =  t
2
  

2) เสนตรงเช่ือมระหวางจุด 1 + i และ  2 + 4i 
3) เสนตรงจากจุด 1 + i ถึง 2 + i  และเสนตรงจากจุด 2 + i ถึง 2 + 4i 

3. จงหาคาของ ∫ +−
C

dz)2zz( 2   โดยท่ี C คือ คร่ึงวงกลม ดานบนของ |z | = 1           

ทิศทางบวก  
 
 
4. จงแสดงวา 

-1 1 

i 
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1) ∫ +
C

dz)iyx( 22   ≤  π  โดยท่ี C คือ คร่ึงวงกลมดานขวาของ |z| = 1 และ      

Re z ≥ 0 

2) 
52

1  
C

dz
1z

1  2 ≤∫ +
  โดยท่ี  C  คือ  เสนตรงเชื่อมระหวางจุด 2 และ 2 + 

i 
คําตอบ 

1. 1)  2
3   2)   2

π  

2. 1)  - i63
86 −    

2)  - i63
86 −  

3)  - i63
86 −  

3. - 3
14     
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2.1.4 ทฤษฎีบทปริพันธของโคชี 
 จากตัวอยาง 2  ในหัวขอ 2.1.3 จะพบวา  

 ∫
1C

dz)z(f   =   ∫
2C

dz)z(f        ← 

แตจากตัวอยาง 3  จะพบวาไมเปนจริง  ในหัวขอน้ีเราจะพิจารณาวา เม่ือไรสมการ 

← จึงจะเปนจริงแตกอนท่ีจะกลาวถึงเร่ืองดังกลาว ขอทบทวนทฤษฎีบทของกรีน 
(Green’s Theorem) เพ่ือนําไปใชในโอกาสตอไป  
 

ทฤษฎีบทของกรีน   
ให  C เปนคอนทัวรปดเชิงเดียวมีทิศทางบวก และให R เปนโดเมนที่มีขอบเขตใน

คอนทัวร C ถา P(x,y) และ Q(x,y) เปนฟงกชันตอเนื่องซ่ึง Px , Py , Qx และ Qy เปน
ฟงกชันตอเน่ืองใน R แลว  

∫ +
C

dy)y,x(Qdx)y,x(P   =  dxdy)]y,x(yP)y,x(
R

xQ[ −∫∫   

พิสูจน   

                                                                                                                                                                 

 ให  R   เปนบริเวณที่มีขอบเขตโดยคอนทัวร  C  =  C1 + C2 โดย 

  C1  :  y   =   g1(x)   a ≤ x ≤ b 

 และ   C2  :  y   =   g2(x)   a ≤ x ≤ b 

พิจารณาปริพันธสองชั้น  

 ∫∫
R

dxdy)y,x(yP     =   dx dy)y,x(yP  
b

a

)x(2g

)x(1g
∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫  

y 

x 

A 
B 

a b 

R 
C2 

C1 
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    =  dx
)x(gy

)x(gy
)y,x(P 

2

1

b

a

=

=
∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

    =  ∫−∫
b

a
1

b

a
2 dx))x(g,x(Pdx))x(g,x(P  

    =  ∫−∫−
a

b
2

b

a
1 dx))x(g,x(P dx))x(g,x(P  

    =  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∫ ∫+−
1 2C C

dx)y,x(Pdx)y,x(P  

    =  ∫−
C

dx)y,x(P      ↑ 

ในทํานองเดียวกัน ใหคอนทัวร  C  = C1 + C2 
 
 
 
 
 
 
 
 

โดยท่ี   C1  :  x  =  h1(y)  c  ≤  y  ≤  d 

แลว  C2  :  x  =  h2(y)  c  ≤  y  ≤  d 

∫∫
R

dxdy)y,x(xQ   =    ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫

d
c

dydx)y,x(xQ  
)y(2h

)y(1h
 

   =  ∫ −d
c dy y)],Q(hy),Q(h 12[  

   =  ∫ ∫+
c

d

d

c
dy)y,h(Qdy)y,h(Q 21  

C2 C1 

 

d 

c 
 

R 
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   =  ∫
C

dy)y,x(Q      → 

 

จากสมการ ↑ และ → จะได  
]dy)y,x(Qdx)y,x(P

C
[ +∫   =  ∫∫ −

R
dxdy)]y,x(yP)y,x(xQ[  

 

ทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท (Cauchy-Goursat Theorem) 
 ให f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R  
 ถา C  เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว ซ่ึงอยูใน R แลว  
   ∫

C
dz)z(f   =  0 

พิสูจน   
 เน่ืองจาก  ∫

C
dz)z(f   =  ∫ ++

C
)idydx)(ivu(  

    =  ∫ ∫ ++−
C C

)udyvdx(i)vdyudx(  

 ใชทฤษฎีบทของกรีนกับสวนจริง ของสมการขางบน 
โดย  P  =  u  และ  Q = -v  จะได  
  ∫ −

C
)vdyudx(   =  ∫∫ −−

R
dxdy)yuxv(  

ทํานองเดียวกัน สําหรับสวนจินตภาพ 
  ∫ +

C
)udyvdx(   =  ∫∫ −

R
dxdy)yvxu(  

แต f(z) เปนฟงกชันวิเคราะห ฉะน้ันสมการโคชี-รีมันน เปนจริง (ux = vy และ uy = -vx)        
น่ันคือ 
  ∫ −

C
)vdyudx(   =  0 
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  ∫ +
C

)udyvdx(   =  0 

เพราะฉะน้ัน   ∫
C

dz)z(f   =  0 

หมายเหตุ  สําหรับคอนทัวรปด C ใดๆ เราอาจจะเขียน ∫
C

dz)z(f  แทน ∫
C

dz)z(f                                  

ตัวอยาง 1 

เน่ืองจากฟงกชัน  exp z , cos z , zn  เม่ือ n ∈ I+  เปนฟงกชันเอนไทร  ถาให C 
เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว ใดๆ จะพบวา 
  ∫

C
dz exp   =   0                     

  ∫
C

dz zcos   =  0 

  ∫
C

dz zn  =  0 

 
บทแทรก  ถา f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R แลว  
  ∫

1C
dz)z(f   =  ∫

2C
dz)z(f  

เม่ือ C1 และ C2 เปนคอนทัวรใดๆ ใน R ท่ีเช่ือมจุด z1 ไปยังจุด z2 
 

 

 

 

พิสูจน   

z1 

z2 

C1 
• 

• 
R 
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พิจารณาคอนทัวร C1 และ C2 ท่ีเช่ือมจากจุด z1 ไปยัง z2 ซ่ึงอยูในบริเวณ R  ดัง
รูป  เราสามารถประกอบคอนทัวร C1 และ C2 ใหเปนคอนทัวรปด C1  -  C2 ได  
จากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะได  
  ∫

− 21 CC
dz)z(f      =    0 

แต    ∫
− 21 CC

dz)z(f    =   ∫+∫
− 21 C

dz)z(f
C

dz)z(f  

    =    ∫−∫
21 C

dz)z(f
C

dz)z(f  

ดังน้ัน  ∫
1C

dz)z(f   =   ∫
2C

dz)z(f  

 
บทแทรก  ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R ถา z0 เปนจุดท่ี
ตรึงในบริเวณดังกลาว และถา C เปนคอนทัวรท่ีเช่ือมจากจุดเร่ิมตน z0 ไปยังจุด z แลว 
 

   F(z)  =  ∫ ξξ
C

d)(f   =   ∫ ξξz

0
z

d)(f  

เปนฟงกชันวิเคราะหและ F′(z) = f(z) 
(เราเรียก F(z)  วา ปฏิยานุพันธของ f(z) ) 
 
พิสูจน  เราตองแสดงวา 

C2 
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   z
)z(F)zz(Flim

0z Δ
−Δ+

→Δ
    =    f(z) 

น่ันคือ  จะตองแสดงวา สําหรับจํานวนจริง ε > 0 จะมี  δ > 0 ซ่ึง ถา |Δ z| < δ แลว  
 

  f(z)
z

F(z)z)F(z −−+
Δ
Δ   <  ε 

 
จากนิยามของ F(z) จะได  

F(z+Δz) - F(z)   =  ∫ Δ+ ∫ ξξ−ξξzz
z

z
z d)(fd)(f

0 0
 

    =  ∫ Δ+ ξξzz
z d)(f  

z
)z(F)zz(F

Δ
−Δ+  =  ∫ Δ+ ξξΔ

zz
z d)(f

z
1  

   =  ∫ Δ+ ξ+−ξΔ
zz

z d)]z(f)z(f)(f[
z

1  

   =  

∫ Δ+ ∫ Δ+ ξΔ+ξ−ξΔ
zz

z

zz

z
d)z(f

z

1
d)]z(f)(f[

z

1  

   =  ∫ Δ+ ∫ Δ+ ξΔ+ξ−ξΔ
zz

z

zz

z
d

z

)z(f
d)]z(f)(f[

z

1  

   =  ∫ Δ+ +ξ−ξΔ
zz

z
)z(fd)]z(f)(f[

z

1  

ดังน้ัน  

 
z

)z(F)zz(F
Δ

−Δ+ - f(z)  =  ∫ Δ+ ξ−ξΔ
zz

z d)]z(f)(f[
z

1  

แต f(ξ) เปนฟงกชันวิเคราะห บน R จึงมีความตอเน่ืองทุกๆ จุด ใน R น่ันคือ สําหรับ       

ξ > 0 จะมี δ > 0 ซ่ึง  

 |f(ξ) - f(z)|  <  ε   เม่ือ  |ξ - z|  < δ 
จากสมการขางตน  

 )z(f
z

)z(F)zz(F −Δ
−Δ+    =  ∫ Δ+ ξ−ξΔ

zz
z d)]z(f)(f[

z
1  
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     ≤  ∫ Δ+ ξ−ξΔ
zz

z d)z(f)(f
z

1      

     ≤  
z

1
Δ ε|Δz|  = ε 

 
บทแทรก ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R และจุด z0 
และ z1 อยูใน R แลว  

  ∫ 1z

0z
dz)z(f    =  F(z1) - F(z0) 

เม่ือ F เปนปฏิยานุพันธของ f  

พิสูจน    เน่ืองจาก F(z)  เปนปฏิยานุพันธของ f (น่ันคือ  F′(z)  =  f(z)  ) 

  ให  G(z)   เปนอีกปฏิยานุพันธของ f (น่ันคือ  G′(z)  =  f(z) )  
พิจารณาผลตางของ F และ G  
   ให  H(z)   =   G(z) - F(z) 

จะได  H′(z)  =  G′(z)  =  F′(z)  =  0 
ถา    H(z)   =   u(x , y) + iv(x , y) 

แลว  ux + ivx =   0 

และ vy - iuy  =  0 

ทําให ux , vx , vy , uy  เปนศูนย  
น่ันคือ  u  และ v  เปนคาคงตัวคาจริง 
เพราะฉะน้ัน  H(z)  =  K  คาคงตัว 
และ G(z)  =  F(z) + K 

ฉะน้ัน  G(z1) - G(z0)  =  F(z1) - F(z0) 
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ตัวอยาง 2    จงหาคา  ∫ +−
C

)dzzsinzzez( 2     เม่ือ C  เปนวงกลม  |z| = a 

วิธีทํา   เน่ืองจาก  

 ∫ +−
C

dz)zzsinez( 2z   =  ∫ ∫ ∫+−
C C C

dzzdzzsinedzz 2z  

เน่ืองจาก e
z
sin z

2 เปนฟงกชันวิเคราะห  ดังน้ัน  

   ∫
C

dzzsine 2z    =    0 

พิจารณา ปริพันธ ∫
C

dz z  

เน่ืองจาก  C : |z|  =  a 
ดังน้ัน  ∫

C
dzz     =   ∫

C
dza   = 0 

พิจารณาปริพันธท่ีสาม 

  z  =  ae
it  ,  dz  =  aie

it
 dt  

  z   =  ae
-it
  

 ∫
C

dzz   =  ∫ −π2

0
dtitaieitae  

  =  ∫
π2

0

2 dtia   =  2πa
2
i 

∴ ∫ +−
C

dz)zzsinez( 2z   =   2πa
2
I 

 

ตัวอยาง 3 จงหาคาของ ∫
π

6

0

zsin dzzecos   

วิธีทํา เน่ืองจาก   e
sin z

    เปนปฏิยานุพันธของ cos z e
sin z
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ดังน้ัน  

  ∫
π

6

0

zsin dzzecos    =  
6zsin

0
e

π

 

     =  0sin6sin ee −
π

 

     =  1e 2
1
−  

 

ตัวอยาง 4 จงหาคาของ ∫
+

−

i1

i1

2dzz   

วิธีทํา เน่ืองจากปฏิยานุพันธของ z2 คือ 3
z3

  ดังน้ัน  

 ∫
+

−

i1

i1

2dzz   =   
i1

i1

3

3
z +

−
 

   =  3
1 (1 + i)

3 
- 3

1 (1 - i)
3
 

   =  3
1 (-2 + 2i) - 3

1 (-2 - 2i)  =  i3
4  

 
แบบฝกหัด 2.1.4 

จงหาคาปริพันธจํากัดเขตตอไปน้ี 

1. ∫
π

2
i

2
zdzexp    2. ∫ ++ −i1

i

22 dz)zz(  

3. ∫ +i

1
dzz

z1    4. ∫
−π i2

0
dz2

zsin  

5. ∫
π+
π−−

i2

2
i1

zdzexpz   6. dz
zz
1z2 

i2

2 2∫ −
−+

 

 
 

คําตอบ 

1. i - e
2
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2. - 2
i

6
7 +  

3. –1 + i ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +π

2
2  

4. 2 - i2 sin h1 

5. )e
2e(iee2

22 +π−−π  

6. ln 10 - ln 2 + i tan
-1

3  =  ln 2
5 + i tan

-1
3 

=  ln 2
5 + i ( 4

π + tan
-1

2
1 ) 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.1.5 ทฤษฎีบทแผนวงแหวนเชิงเดียว 

 ทฤษฎีบท  ให   C1 และ C2 เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว ท่ีมีทิศเดียวกัน โดยท่ี C2 
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อยูภายใน C1 ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณ R ซ่ึงมี C1 และ C2 เปนขอบ ดังรูป
แลว  
   ∫

1C
dz)z(f     =   ∫

2C
dz)z(f  

 

 
 

พิสูจน   

สรางคอนทัวร  P1 และ P2 เช่ือมระหวางคอนทัวร C1 และ C2 ดังรูป ทําให               

C1 = C11 + C12 และ C2 = C21 + C22 และให P1 มีทิศจาก C1 ไปยัง C2 และ P2 มีทิศ
จาก C2  ไปยัง C1  
 จะพิจารณาพบวา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณท่ีประกอบดวยคอนทัวรปด 

C11 + P1  - C21 + P2 และบริเวณที่ประกอบดวยคอนทัวรปด C-22  - P1 + C12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C1 
C2 

C11 

C21 

C22 

C12 

P1 P2 
R 



 

 

68  MA 217 

ดังน้ัน จากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะได  
 ∫

+−+ 2P21C1P11C

dz)z(f    =   0  และ  ∫
−+−− 2P12C1P22C

dz)z(f =   0  

 
น่ันคือ  
 

∫
+−+ 2P21C1P11C

dz)z(f + ∫
−+−− 2P12C1P22C

dz)z(f      =     0 

∫ ∫ ∫ ∫ ++++
−11C 1P 21C 2P

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f  

∫ ∫ ∫++∫++
− −−22C 12C 2P1P

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f      =     0 

 

∫ ∫ ∫ ∫−−+
11C 12C 21C 22C

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f        =     0 

∫
+ 12C11C

dz)z(f      =   ∫
+ 22C21C

dz)z(f  

   ∫
1C

dz)z(f       =    ∫
2C

dz)z(f  

ทฤษฎีบทแผนวงแหวนหลายเชิง 

 ให  C , C1 , C2 ,…Cn  เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว และมีทิศทางเดียวกัน โดยท่ี                 

Ck (k = 1 , 2 , … , n) อยูภายใน C และจุดภายใน Ck ไมอยูใน Cj สําหรับ k ≠ j         

ถา  f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณ R ท่ีมี C และ Ck เปนขอบดังรูป   แลว  

 ∫
C

dz)z(f   =  ∑ ∫
=

n

1k
kC

dz)z(f  
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ตัวอยาง 1 จงหาคาของ ∫
C

z
dz    โดยท่ี C เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว 

วิธีทํา ฟงกชัน f(z) = z
1   เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีทุกๆ จุด ยกเวน z = 0  ดังน้ัน ถา       

z = 0 อยูภายนอกคอนทัวร  C จากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะไดวา ∫
C

z
dz  = 0 

แตถา z = 0 อยูภายในคอนทัวรปด C เราสามารถสรางคอนทัวรปดเชิงเดียว K  ใหเปน  
วงกลมจุดศูนยกลางท่ี z = 0 รัศมี r และอยูภายในคอนทัวร C ดังรูป 
 

 

ฉะน้ันฟงกชัน f(z) =  z
1   เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียวท่ีมี C และ K 

เปนขอบ  ทําให  

∫
C

z
dz    =   ∫

K
z
dz  

พิจารณา   K  :   z  =  re
it
  ,  0  ≤ t ≤ 2π 

C 
C1 C2 

 
Cn 

 

C 

K 

r 
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r 

  dz  =  ire
it
dt  

 ∫
K

z
dz   =  ∫

π2

0
it

it
dt

re
ire   =  ∫

π2

0
idt   =  2πi 

ดังน้ัน    ∫
C

z
dz     =     

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=π

=

C  อยูภายนอก   0z   ถา    i2  

C    อยูภายใน   0z   ถา       0  
 

 

ตัวอยาง 2 จงหาคา  ∫
−C 2

iz
dz    โดยท่ี C เปนคอนทัวรปด ตามรูป 

 

 
วิธีทํา เน่ืองจากคอนทัวร C ประกอบดวยเสนตรงหาเสน เราสามารถหาคาปริพันธตาม
เสนตรงเหลาน้ีได แตในท่ีน้ีเราสามารถใชทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท ไดโดยสรางคอนทัวร

ปด K ซ่ึงเปนวงกลมจุดศูนยกลางท่ี 2
i  รัศมีเล็กพอท่ีทําให K อยูภายในคอนทัวร C 

ดังน้ัน  

    ∫
−C 2

iz
dz     =    ∫

−K 2
iz

dz    

 

K     :   z   =  2
i  +  re

it   ,    0 ≤ t ≤ 2π 

 dz    =   ire
it
π2
dt    

2

i  

-2+2i 

C 

2i 

-2 
-i 

3 

K 
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∴ ∫
−K 2

iz
dz   =  ∫

π2

0 it

it
dt

re
ire   =  ∫

π2

0
idt   =  2πi 

 

ตัวอยาง 3 จงหาคา ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−
C

dzi2z
3

1z
4   โดย C เปนวงกลม |z| = 4 มีทิศ

ทางบวก  
 
วิธีทํา  
 
 
 
 
 
 
เน่ืองจากปริพัทธ ไมเปนฟงกชันวิเคราะห z = 1  และ z = 2i 

สรางคอนทัวร C1 และ C2 โดยท่ี  

 C1   :   z = 1+e
it   ,   0  ≤  t  ≤  2π 

 C2   :   z = 2i+e
it  ,    0  ≤  t   ≤  2π 

 
เพราะฉะน้ัน  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−
C

dzi2z
3

1z
4   =   dz i2z

3
1z

4

1C
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+− + dz i2z
3

1z
4

2C
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−  

     =   ∫ ∫ ∫ ∫ −+−+−+−
1C 1C 2C 2C

i2z
dz31z

dz4i2z
dz31z

dz4   

เชนเดียวกับตัวอยางท่ีแลว  ∫ −
1C

1z
dz  =  2πi  และ ∫ −

2C
i2z

dz   =   2πi 

C 
C2 

C1 
1 

2i • 

• 
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สําหรับปริพันธท่ีสองและปริพันธท่ีสามโดยใชทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะมีคาเปนศูนย    
น่ันคือ  

   ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−
C

dzi2z
3

1z
4    =   14πi 

 

ตัวอยาง 4 จงหาคา ∫ +C
dz

1z
i2 2  

 เม่ือ  C  :   |z - 1| = 5  ทิศทางบวก 
 
วิธีทํา โดยการแยกเศษสวนยอย 

  
1z

i2
2 +

   =    iz
1

iz
1

+−−  

 สรางคอนทัวร  C1 และ C2 โดยท่ี  

  C1  :  |z - i|     =   2
1  

  C2  :  |z + 1|   =   2
1  

∫ +C
dz

1z
i2

2    =   ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−−
C

dziz
1

1z
1  

   =  ∫ ∫ ∫ ∫ +−−++−−
1C 1C 2C 2C

iz
dz

iz
dz

iz
dz

iz
dz  

   =   2πi – 0 + 0 - 2πi 
   =   0 
 
 

แบบฝกหัด 2.1.5 
จงหาคาปริพันธของฟงกชันตอไปน้ี ตามคอนทัวรที่กําหนดในทิศทางบวก  

1. f(z)  =  
2z

dz
2 +

 ,   |z| = 2     



 

 

MA 217   73 

2. f(z)  =  
2z

z2
2 +

 ,   |z - i| = 1     

3. f(z)  =  (z
2 

- z)
-1

 ,  |z - 1| = 2     

4. f(z)  =  (2z - 1)(z
2 

- z)
-1

 ,  |z|  =  2    

5. f(z)  =  (4z
2 

+ 4z - 3)
-1

   ,   |z|   = 1    
 
คําตอบ 

1. 4πi 

2. 2πi 
3. 0 

4. 4πi 

5. 4
iπ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2.1.6   สูตรปริพันธของโคชี 
จากหัวขอท่ีแลวจะพบวาทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท ชวยใหเราหาคาปริพันธของ

ฟงกชันตัวแปรเชิงซอนไดงายข้ึน แตในหัวขอน้ี สูตรปริพันธของโคชีจะเปนเคร่ืองมือท่ี
สําคัญสําหรับการหาคาปริพันธตามคอนทัวรปดไดอยางมีประสิทธิภาพมากยิ่งข้ึน  
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ทฤษฎีบท  

 ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณภายในและบนคอนทัวรปดเชิงเดียว C ซ่ึง

มีทิศทางบวก ถา z0  เปนจุดท่ีอยูภายใน C แลว  

   f(z0)    =    ∫ −π
C

dzzz
)z(f

i2
1

0
 

พิสูจน   

 

 สรางคอนทัวร  K  รอบจุด z0  ใหเล็กพอท่ีจะทําให K อยูภายใน C ดังรูป ฉะน้ัน 

0zz
)z(f

−  เปนฟงกชันวิเคราะห  

 ในบริเวณที่มี C และ K เปนขอบจากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท  

∫ −
C

dzzz
)z(f

0
   =    ∫ −

K
dzzz

)z(f
0

 

  =   dz
K

zz
)z(f)z(f)z(f

0

00∫ −
+−

 

  =  ∫ −+∫ −
−

K
dzzz

)z(f
dz

K
zz

)z(f)z(f

0

0

0

0                              ← 

พิจารณาปริพันธที่สองทางขวามือของสมการ ← 

  ∫ −
k

dzzz
)z(f

0

0    =   f(z0) ∫ −
k

zz
dz

0
  =  f(z0) • 2πi 

 

C 
K 

z0 
• 
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พิจารณาปริพันธแรกทางขวามือของสมการ ← 

เน่ืองจาก f เปนฟงกชันตอเน่ือง ฉะน้ัน สําหรับ ε > 0  จะมี  δ > 0 ซ่ึง  

  |f(z) - f(z0)|  <  ε    เม่ือไรก็ตามที่  |z - z0| < δ  

สมมติวาเราเลือกรัศมีของ K คือ r  < δ  (โดยท่ี K ตองอยูภายใน C) และเราทราบวา  

∫ −
−

K
dzzz

)z(f)z(f

0

0      ≤   dz 
K

zz
)z(f)z(f

0

0∫ −
−

 

   =  ∫ ε

K
dzr  

   =  r2r πε   =   2πε 

น่ันคือมอดูลัสของปริพันธขางตน นอยกวาจํานวนบวก ε ใด ๆ แสดงวาคาของ
ปริพันธตองเปนศูนย  

ดังน้ัน   

 ∫ −
C

dzzz
)z(f

0
 =  f(z0)2πi 

  f(z0)  =  ∫ −π
C

dzzz
)z(f

i2
1

0
  

 
 
 

ตัวอยาง 1 จงหาคา ∫ −
C

dziz
zexp   โดย  C : |z| = 2 และมีทิศทางบวก  

วิธีทํา เน่ืองจาก f(z)  =  exp z  เปนฟงกชันเอนไทน และ z0 = i  อยูภายในคอนทัวร C 
ฉะน้ันจากสูตรปริพันธของโคชี  จะได  

  ∫ −
C

dziz
zexp    =   2πif(i) 
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    =   2πie
i 

 

ตัวอยาง 2 จงหาคา dz
C

2z
2z2z2

∫ −
−+   ,   C  :  |z| = 4 

วิธีทํา เน่ืองจาก f(z)  = z
2 

+ 2z - 2  เปนฟงกชันวิเคราะหและ z0 = 2 อยูภายในคอน
ทัวร  C ฉะน้ัน จากสูตรปริพันธของโคชี  จะได  

 ∫ −
−+

C
dz2z

2z2z2
 =   2πi f(2) 

    =  2πi[4 + 4 - 2] 

    =  12πi 
 

ตัวอยาง 3 จงหาคา ∫ −
+

C
dz

1z
1z

2

2
  ,   C : |z-1| = 3 

วิธีทํา ∫ −
+

C
dz

1z
1z

2

2
 =  dz 

C
1z

1
1z

z∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−++  

   =  ∫ ∫ −++
C

dz1z
)z(f

dz1z
)z(f 21  

 โดย  f1(z)   =  z   ,   f2(z)   =  1 

f1(z)  และ f2(z)  เปนฟงกชันวิเคราะห และ z0  =  ±1  อยูในคอนทัวร  C ฉะน้ันจากสูตร
ปริพันธของโคชี 

  ∫ −
+

C
dz

1z
1z

2

2
   =  2πif1(-1) + 2πif2(1) 

    =  -2πi + 2πi  =  0 
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ตัวอยาง 4 จงหาคา ∫ +
C

dz)1z(z
zexp   ,   C  :  |z-1| = 3 

วิธีทํา z0 = 0 และ z0 = 1  อยูภายในคอนทัวร  C  

  ∫ +
C

dz)1z(z
zexp    =  ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
C

dz1z
1

z
1ze  

    =   ∫
C

z
dzze  - ∫ +1z

dzze  

    =  2πi(e
0 

- e
-1

) 

    =  2πi ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − e

11  

 
ทฤษฎีบท ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหใน บริเวณภายในและบนคอนทัวรปด
เชิงเดียว C ซ่ึงมีทิศทางบวก ถา z0 เปนจุดท่ีอยูภายใน C แลว  

   f
(n)

(z0)   =   ∫ −π +
C

dz
)z(z

f(z)
i2

n!
1n

0

 

 สําหรับ   n  =  0 , 1 , 2 , … 
 
พิสูจน  เราสามารถพิสูจนไดโดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 
 

ตัวอยาง 5 จงหาคา ∫ −
+−

C )1z(
2z3z5

3

2
   ,  C :  |z| = 2 

วิธีทํา  

ในท่ีน้ี  z0  =  1  อยูใน  C   และ n = 2 

 

พิจารณา  f(z)  =  5z
2 

- 3z + 2 
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  f′(z)   =  10z - 3 

  f″(z)   =  10 

  f″(1)  =  10 
ดังน้ัน   

  ∫ −C
dz

)1z(
)z(f

3   =  (1)f2!
i2 ′′π  

    =   10πi  
 

ตัวอยาง 6 จงหาคา  ∫ −C z)2z(
dz

32   ,   C  :  |z - 3| = 2 

วิธีทํา   ในท่ีน้ี  z0 = 2  อยูใน  C  

 f(z)  =  3z
1   เปนฟงกชันวิเคราะหใน C และ n = 1 

ดังน้ัน  

 ∫ −C z)2z(
dz

32    =   dz
)2z(

z
1

2

3

∫ −
   

    =    2πif′(2) 

    =  - 8
i3π   

 
 

ตัวอยาง  7 จงหาคา  ∫ −C z2)(z
dz

32    ,    C  :  |z - 1| = 2 

วิธีทํา สําหรับตัวอยางน้ี  เราไมสามารถหาฟงกชันวิเคราะหในคอนทัวร  C  ได  

ดังน้ันโดยใชแผนวงแหวนปดหลายเชิง สรางคอนทัวร  C1 และ C2  

  C1  :  |z| = r1  และ  C2 : |z - 2| = r2  

โดยท่ี C1 และ C2 อยูภายใน C  
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ดังน้ัน  

  ∫ −C z)2z(
dz

32   =   ∫ ∫ −
+

−
1 2

3232

C C z)2z(
dz

z)2z(
dz  

     =  ∫ ∫ −
+− −−

1 2

2

3

3

2

C C
dz

)2z(
zdz

z
)2z(  

     = ∫ ∫ −
+

1 2

2
2

3
1

C C
dz

)2z(

)z(f
dz

z

)z(f
 

โดย   f1(z)  = (z - 2)
-2

 ,  f2(z)  = z
-3

 

 )z(f1′   =  -2(z - 2)
-3

  ,  )z(f2′  =  -3z
-4

  

 )z(f1′′   =  6(z - 2)
-4

  , (2)f2′   =  -16
3  

 )0(f1′′   =  16
6  =  8

3  

น่ันคือ   

 ∫ −C z)2z(
dz

32   =  )2(f!1
i2)0(f!2

i2
21 ′π+′′π  

   =  πi ( 8
3 ) + 2πi(-16

3 ) 

   =  0 
แบบฝกหัด 2.1.6 

จงหาคาปริพันธตอไปน้ี 

1. ∫ −C
dz

)iz(
)zexp(

4

2

 ,  C  : |z| = 2 

2. ∫ +−
π

C
dz

2z5z2
)ziexp(

2  ,  C  : |z| = 1 

3. ∫ −+ −−

C
dz)1z()1z( 11  ,  C  : |z-1| = 1 
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4. ∫ −

C
zdzsinz 4  ,   C : |z| = 1 

5. ∫ − −−

C
zdzexp)16z(z 122  

 1)  C :  |z| = 1 

 2)  C :  |z-4| = 1 

6. ∫ + −

C
dz)1z( 12  

1) C : |z-i| = 1 

2) C : |z+i| = 1 
 

คําตอบ 

1. - e3
4π    2. 3

2π   3. πi 4. - 3
iπ  

5. 1)  - 8
iπ      2)  64

ie4π   6. 1)  π  2)   -π 

 
 
 
2.2  อนุกรมอนันต 

สมมติวาเรามีอนุกรมอนันตท่ีแตละพจนเปนจํานวนเชิงซอนในรูป  

 z1+z2+…+zn +…   =  ∑
∞

=1n
nz      ← 

พิจารณาผลบวกยอย s1 , s2 , …sn โดยท่ี  

 s1  =  z1 

 s2  =  z1 + z2 

 sn  =  z1 + z2 + … + zn  =  ∑
=

n
kz

1k
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อนุกรมอนันต  ←  ลูเขา ก็ตอเม่ือ มีจํานวนเชิงซอน S ซ่ึง  

 S =  nslim
n ∞→

  =  ∑
=∞→

n
kzlim

1kn
 

เรียกจํานวน S วาผลบวกของอนุกรม น่ันคือ 

 S  =  ∑
∞

=1n
nz  

ถาอนุกรมไมลูเขา เราเรียกวา ลูออก และอนุกรม ∑
∞

=1n
nz  จะเรียกวา ลูเขาอยาง

สมบูรณ  ก็ตอเม่ือ ∑
∞

=1n
nz   ลูเขา  

 
2.2.1 การลูเขาของอนุกรม 

ทฤษฎีบท ให zn = xn + iyn และ S = U + iV แลว  

  S = ∑
∞

=1n
nz   =   ∑ +

∞

=1n
nn )iyx(  

ก็ตอเม่ือ  

  U =  ∑
∞

=1n
nx   และ  V = ∑

∞

=1n
ny  

ทฤษฎีบท 

 ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
nz   ลูเขาแลว  nzlim

n ∞→
  =  0 

ตัวอยาง 1 จงพิจารณาวาอนุกรม  ∑ −+∞

=1n
2

n

n
)1(in1   ลูเขาหรือลูออก  

วิธีทํา เน่ืองจาก  ∑ −+∞

=1n
2

n

n
)1(in1  =   ∑ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+

∞

=1n

n

2 n
)1(i

n
1  

 โดยท่ี ∑
∞

=1n
2n
1   และ  ∑ −

n
)1( n
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เปนอนุกรมท่ีลูเขา ดังน้ันอนุกรม ∑ −+∞

=1n
2n

n)1(in1   ลูเขา  

 

ตัวอยาง 2 จงแสดงวาอนุกรม ∑ +−∞

=1n

n

n
i)1(   ลูออก 

วิธีทํา เน่ืองจาก  ∑ +−∞

=1n

n

n
i)1(   =   ∑ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−∞

=1n

n

n
1in

)1(  

และเราทราบวา ∑
∞

=1n
n
1   ลูออก ดังน้ันอนุกรม  ∑ +−∞

=1n

n

n
i)1(   ลูออก    

 

ตัวอยาง 3 จงแสดงวาอนุกรม ∑ +
∞

=1n

ni)(1   ลูออก  

วิธีทํา ในท่ีน้ี   zn = (1 + i)
n  

 และ nzlim
n ∞→

  =  n2lim
n ∞→

 =  ∞ 

ฉะน้ัน  0nzlim
n

≠
∞→

 

จากทฤษฎีบทขางตน ทําใหไดวาอนุกรมน้ีลูออก  
ทฤษฎีบท 

 ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
nz  ลูเขา แลวอนุกรม ∑

∞

=1n
nz  ลูเขา  

 จากทฤษฎีบทขางตน ชวยใหเราตรวจสอบการลูเขาของอนุกรมเชิงซอนไดงายข้ึน 

เน่ืองจาก ∑
∞

=1n
nz  เปนอนุกรมของจํานวนจริงท่ีไมเปนลบ  ฉะน้ันเราสามารถใชการ

ทดสอบของอนุกรมจํานวนจริงได  
 



 

 

MA 217   83 

ทฤษฎีบทการทดสอบดวยการเปรียบเทียบ 

 ให ∑
∞

=1n
nA  เปนอนุกรมของจํานวนจริงท่ีไมเปนลบ ซ่ึงลูเขา ถา |zn| ≤ An แลว 

อนุกรม ∑
∞

=1n
nz  ลูเขา  

ตัวอยาง 4 จงแสดงวา ∑ +∞

=1n
2n

n

n5
)i43(  ลูเขา 

วิธีทํา เน่ืองจาก |zn|  =  2n

n

n5
)i43( +  

   =  2n
1   =  An  

และ ∑
∞

=1n
2n
1    ลูเขา 

โดยการทดสอบเปรียบเทียบ ฉะน้ัน ∑ +∞

=1n
2n

n

n5
)i43(   ลูเขา  

 
ทฤษฎีบทการทดสอบดวยอัตราสวน 

 ถา ∑
∞

=0n
nz   เปนอนุกรมจํานวนเชิงซอน ซ่ึง  

n

1n

n z

z
lim +

∞→
  =  L   แลว  

อนุกรมจะลูเขา ถา L < 1 และอนุกรมจะลูออก ถา  L > 1 
 

ตัวอยาง 5 จงแสดงวา ∑ −∞

=0n

n

!n
)i1(   ลูเขา 

วิธีทํา ใชการทดสอบดวยอัตราสวน 
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n!

ni)(1

1)!(n
i)(1

lim

1n

n −

+
− +

∞→
 =   )!1n(

i1!nlim
n +

−
∞→

 

    =  1n
i1lim

n +
−

∞→
 

    =  1n
2lim

n +∞→
  =  0 =  L 

เน่ืองจาก L < 1  ดังน้ันอนุกรมน้ีลูเขา 

ตัวอยาง 6 จงแสดงวาอนุกรม ∑ −∞

=0n
nz

n)iz(   ลูเขาเม่ือ |z-i| < 2 

วิธีทํา โดยใชการทดสอบดวยอัตราสวน 

n

n

1n

1n

n

2
1)(z

2
1)(z

lim
−

−
+

+

∞→
  =  2

izlim
n

−
∞→

  =   2
iz −   =  L  

ซ่ึงอนุกรมลูเขาเม่ือ L < 1 

น่ันคือ  2
iz −   <  1 

 |z - i| < 2 

และอนุกรมลูออก เม่ือ  |z - i| > 2 
 
ทฤษฎีบทการทดสอบโดยราก  

 ถา ∑
∞

=0n
nz   เปนอนุกรมเชิงซอน ซ่ึง n nzlim

n ∞→
  =  L แลว  

อนุกรมจะลูเขา ถา L < 1   และลูออก ถา L > 1 
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ตัวอยาง   จงแสดงวาอนุกรม ∑ +
∞

=0n

n)i1(   ลูออก  

วิธีทํา โดยใชการทดสอบโดยราก  

 n nzlim
n ∞→

    =  n ni1lim
n

+
∞→

 

    =    n n

n
)2(lim

∞→
  =  2   =  L  

เน่ืองจาก  L > 1  ดังน้ันอนุกรมลูออก  
 
 
 
 
 
 
 
 

แบบฝกหัด 2.2.1 
 

1. จงใชการทดสอบดวยอัตราสวนทดสอบการลูเขาของอนุกรมตอไปน้ี 

1.1  ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞

=0n

n

2
i1      1.2  ∑ +∞

=1n
n

n

2n
)i1(  

1.3  ∑ +∞

=1n

n

!n
)i1(    1.4  ∑ +

+∞

=1n

n2

)!1n2(
)i1(  

 
 
2. จงใชการทดสอบดวยอัตราสวนหาบริเวณท่ีอนุกรมลูเขา 

2.1  ∑ +
∞

=1n

nzn)i1(    2.2  ∑
+

∞

=1n
n

n

)i43(
z  
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2.3 ∑
+
−∞

=1n
n

n

)i43(
)1z(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2.2 อนุกรมเทเลอร 
นิยาม อนุกรมท่ีอยูในรูป 

 ∑ −
∞

=0n

n
0n )zz(a   =  a0+a1(z - z0) + a2(z - z0)

2
+…    ← 

เรียกวา อนุกรมกําลัง เม่ือ  z  เปนจํานวนเชิงซอน  คาคงตัวเชิงซอน a0 , a1 , … 

เรียกสัมประสิทธิ์ของอนุกรม และคาคงตัวเชิงซอน z0 เรียกวา จุดศูนยกลางของอนุกรม 

นอกจากน้ีเรายังเรียกอนุกรมน้ีวา อนุกรมกําลังรอบจุด z0  
 จากอนุกรม ← จะพบวาอนุกรมลูเขาเม่ือ z = z0 บริเวณท่ีอนุกรมลูเขาคือ เซต
ของจุด z ซ่ึงอนุกรมลูเขาและสามารถพิสูจนไดวา อนุกรมกําลังลูเขาในบริเวณ              

|z - z0| < R และลูออกในบริเวณ |z - z0| > R  เรียก R วา รัศมีของการลูเขา  
 
ตัวอยาง 1 จงหารัศมีการลูเขาของอนุกรมกําลังตอไปน้ี 
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1.1 ∑ +−∞

=0n

n

!n
)i1z(  

1.2 ∑ −
∞

=0n

nn )iz(n  

1.3 ∑ +
−∞

=0n

nn

1n
z)2(  

 

วิธีทํา 1.1  ใชการทดสอบดวยอัตราสวน สําหรับ z  ≠ 1 - i 

n

1n

n z

z
lim +

∞→
  =  

1)!(ni)1(z
n!i)1(zlim n

1n

n ++−
+− +

∞→
  =  )1n(

)i1z(lim
n +

+−
∞→

  =  0  = L  

 

เน่ืองจาก  L < 1  ดังน้ัน อนุกรมลูเขาทุกคา z น่ันคือ รัศมีการลูเขา คือ R = ∞ 
 
 
 
1.2  ใชการทดสอบดวยราก 

n nzlim
n ∞→

    =   
n

1

n

n)iz(nnlim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→
 

   =  iznlim
n

−
∞→

  =  ∞ =  L  

แต L > 1 ดังน้ันอนุกรมลูออกทุก z ≠ i 
 
1.3  ใชการทดสอบดวยอัตราสวน 

 
n

1n

n z

z
lim +

∞→
    =  

)2n(z2
)1n(z2lim nn

1n1n

n +
+++

∞→
 

    =  2n
1nz2lim

n +
+

∞→
  =  2|z|  =  L  
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ซ่ึงจะลูเขาเม่ือ  L  =  2|z| < 1 

หรือ |z| < 2
1  

น่ันคือ รัศมีการลูเขา R = 2
1  

 

ทฤษฎีบท    สําหรับอนุกรมกําลัง ∑ −
∞

=0n

n
n )0zz(a  

1) ถา 
1n

n

n a

a
lim

+∞→
  =  R   

2) ถา 
n

1

n
n a

1lim
∞→

  = R     แลว รัศมีการลูเขาคือ R  

 
 
บทนิยาม   
 ถา  f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุด z0 แลว อนุกรม  

f(z0) + f′(z0)(z - z0)  + 2!
)z)(z(zf 2

00 −′′
 +… 

=  n)z(zn!
)(zf

0
0n

0
(n)

−∑
∞

=
       ← 

 
เรียกวา อนุกรมเทเลอรของ f(z) รอบๆ จุด z0 และเม่ือ z0 = 0 เราจะเรียกวา 

อนุกรม  แมคลอริน  
 

ทฤษฎีบท   
 ถาฟงกชัน f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในวงกลม C0 ซ่ึงมีจุดศูนยกลางท่ี z0 รัศมี r0 

แลวอนุกรมเทเลอร ← จะลูเขา f(z) เม่ือ |z  -z0| < r0 น่ันคือ  

 f(z)   =  n)zz(!n
)z(f

0
0n

0
)n(

−∑
∞

=
 



 

 

MA 217   89 

 

พิสูจน   สรางวงกลม C1 จุดศูนยกลางท่ี z0 รัศมี r1< r0 โดยท่ี z อยูภายใน C1 ให ξ เปน
จุดใดๆ บน C1  
 ดังน้ัน จากสูตรปริพันธของโคชี 

f(z)    =    ∫ ξ−ξ
ξ

π
1C

d
)z(

)(f
i2

1      ↑ 

 

 

และ  f(n)(z)  =   ξ∫ −ξ
ξ

π + d
C )z(

)(f
i2

!n

1

1n  

พิจารณา   
z

1
−ξ     =   

)zz()z(
1

00 −−−ξ  

   =  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−ξ
−−

−ξ
0

00

z

zz
1

1

)z(

1  

จาก 1 + α + α2 + … + αn-1   =   α−
α−

1
1 n

    

     =  α−
α−α− 11

1 n
 

หรือ 1 + α + α2 + … + αn-1 + α−
α

1
n

 =  α−1
1  

ดังน้ัน  
z

1
−ξ   =   

z)()z(
)z(z

...
)z(
)z(z

)z(
zz

z
1

n
0

n
0

3
0

2
0

2
0

0

0 −−
−++

−
−+

−
−+− ξξξξξ  

• 
• 
• 

r0 
r1 

C1 

ξ 

z z0 

C0 
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แทนคาในสมการ ↑ 

f(z)  =  ξ∫ −ξ
ξ

π d
C

z
)(f

i2
1

1
0

   =  ∫ ξ
−ξ
ξ

∫ π
−

+ξ
−ξ
ξ

π
1

2
0

0
2

0 C
d

)z(
)(f

C
i2

)zz(
d

)z(
)(f

i2
1  

      ∫ +
−ξ

ξξ
π

−++
−

1

n
0

1n
0

C
nR

)z(
d)(f

i2
)zz(

...  

โดยท่ี Rn =  ∫ −ξ−ξ
ξξ

π
−

1

n
0

n
0

C )z()z(
d)(f

i2
)zz(

  

ใชสูตรปริพันธโคชี  จะได 

f(z)  =  f(z0) + !1
)z(f 0′
(z - z0)+ 2!

)(zf 0′′
(z - z0)

2+…+ )!1n(
)z(f 0

)1n(

−
−

(z - z0)
n-1 + Rn  

หรือ  

f(z)   =  nRk)zz(!k
)z(f

0

1n

0k

0
)k(

+−∑
−

=
    ∗ 

ให  |z - z0|  =  r  และ  |ξ - z0|  =  r1  และ  r1 > r 

∴ |ξ - z|  =  |(ξ - z0) – (z - z0)| 

≥ |ξ - z0| - |z - z0|  =  r1 - r 
ให |f(ξ)| ≤  M  บน C1 

ดังน้ัน |Rn|  ≤   ∫ −π
π

θ
2

0 1
n
1

n
d1r)rr(r

M
2
r    (  ∵   ξ  =  r1 e

iθ) 

   =  
n

r
r

rr
Mr

11

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−  

แต 
1r
r  < 1  ,  

n

r
rlim
1n
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∞→
  =  0 
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ดังน้ัน  |Rn|→0  เม่ือ n → ∞ 

น่ันคือ  Rn → 0  เม่ือ  n → ∞ 

จากสมการ  ∗  ใสลิมิต n → ∞ จะได  

f(z)  =  f(z0) + !1
)z(f 0′
(z - z0) + !2

)z(f 0′′
(z - z0)

2 + … + ∞ 

 
ขอสังเกต 

1. ฟงกชัน f(z) สามารถกระจายเปนอนุกรมกําลังรอบจุดท่ีเปนฟงกชันวิเคราะห 
2. รัศมีการลูเขาของอนุกรมเทเลอรรอบจุด z0 คือ ระยะหางท่ีส้ันที่สุดระหวางจุด z0 

และจุดเอกฐานของ f(z) 
 
ตัวอยาง 1 จงกระจายอนุกรมแมคลอรินสําหรับฟงกชันตอไปนี้ 
  1)  ez    2)  sin z 

  3)  zi
1
−     

 
วิธีทํา 1)    f(z) = ez 

 ∴   f(n)(z)  =  ez  ,   f(n) (0)  =  0 
จากอนุกรมเทเลอร 

 f(z)  =  ∑
∞

=0n

)n( nz!n
)0(f  

∴ ez  =  ∑
∞

=0n

nz!n
1   =   1 + !1

z  + !2
z2

 + … 

เน่ืองจาก ez  เปนฟงกชันเอนไทน  ดังน้ันรัศมีการลูเขาคือ ∞  

∴  ez =  1 + !1
z  +  !2

z2
 + …  |z| <∞  

2) f(z)  = sin z  , f(0) = 0 

 f′(z)  =  cos z  ,  f′(0) = 1 
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 f″(z)  =  -sin z , f″(0) = 0 

 f″′(z) = -cos z , f″′(0) = -1 
 f(2n)(z)  = (-1)nsin z , f(2n)(0) = 0 
 f(2n+1)  =  (-1)n cos z , f(2n+1)(0) = (-1)n 
จากอนุกรมเทเลอร  

 f(z)  = ∑
∞

=0n

)n( nz!n
)0(f  

 

∴ sin z  = ∑ +−
∞

=

+

0n

1n2

)!1n2(
zn)1(  

  =  z - !5
z

!3
z 53
+ - … |z|  < ∞ 

3) f(z)  =  z1
1
−   ,  f(0)  = 1 

  f′(z) = 2)z1(
1
−

  ,  f′(0) = 1 

  f″(z)  =  3)z1(
2
−

  ,  f″(0)  =  2! 

f″′(z)  =  4)z1(
32

−
•   ,  f″′(0)  =  3! 

∴ f(n) (z)  =  1n)z1(
!n
+−

  ,  f(n)(0) = n! 

จากอนุกรมเทเลอร 

∴  f(z)   =  ∑
∞

=0n

)n( nz!n
)0(f =  ∑

∞

=0n

nz  

 z1
1
−  =  ∑

∞

=0n

nz!n
!n  =  ∑

∞

=0n

nz  

  =  1 + z + z2 + … 

เน่ืองจาก z1
1
−   มี  z  =  1  เปนจุดเอกฐาน 

ฉะน้ัน รัศมีการลูเขาคือ  ระยะระหวาง  0 และ 1 ซ่ึงคือ 1 
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∴  z1
1
−   =  1 + z + z2 + …  |z| < 1 

อนุกรมเมคลอรินพ้ืนฐานที่ควรรูจักมีดังน้ี 

1. ez  =  ∑
∞

=0n

n

!n
z     |z| < ∞ 

2. sin z = ∑ +−
∞

=

+

0n

1n2

)!1n2(
zn)1(   |z| < ∞ 

3. cos z = ∑ −
∞

=0n

n2

)!n2(
zn)1(   |z| < ∞ 

 
 

4. sinh z = ∑ +
∞

=

+

0n

1n2

)!1n2(
z    |z| < ∞ 

5. cosh z =  ∑
∞

=0n

n2

)!n2(
z    |z| < ∞ 

6. z1
1
−   =   ∑

∞

=0n

nz    |z| < 1 

7. z1
1
+   =  ∑ −

∞

=0n

nzn)1(   |z| < 1 

การแทนคาชวยใหเราสามารถกระจายอนุกรมไดมีประสทธิภาพมากข้ึน ถา                     

f(z) = ∑
∞

=0n

n
nza   เปนอนุกรมท่ีลูเขาสําหรับ |z| < R และ g(z) เปนฟงกชันวิเคราะหใน     

|z| < R  แลว f(g(z)) =  ∑
∞

=0n

n
n )]z(g[a  จะเปนอนุกรมที่ลูเขาใน |g(z)| < R 

 
ตัวอยาง 2 จงกระจายอนุกรมของฟงกชันตอไปนี้ 

1) 
2ze   รอบจุด 0  2) ez รอบจุด z = a 

3) z42
1
−   รอบจุด 0  4) 

6zz
1

2 −−
 รอบจุด z = -1 
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วิธีทํา 1) เน่ืองจาก  ez = ∑
∞

=0n

n

!n
z    |z| < ∞ 

ดังน้ัน  
2ze    =  ∑

∞

=0n

n2

n!
)(z    |z| < ∞ 

  =  !n
z n2

 

2) เน่ืองจาก ez   =  ez-a+a = eaez-a 

=  ∑ −∞

=0n

n

!n
)az(ae    |z - a| < ∞ 

   

3) z42
1
−   =  )z21(2

1
−  

จาก  z1
1
−  = ∑

∞

=0n

nz    |z| < 1 

z21
1
−    =  ∑

∞

=0n

n)z2(  

  =  ∑
∞

=0n

nzn2    |z| < 2
1  

ดังน้ัน 

z42
1
−  =  ∑

∞

=

−

0n

n1n z2    |z| < 2
1  

4) 
6zz

1
2 −−

  =   2)3)(z(z
1
+−  

   =  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−− 2z
1

3z
1

5
1  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

++−−+ 11z
1

41z
1

5
1  
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   =  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++−+−− • )1z(1
1

4
)1z(1

1
4

1
5
1  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∑ +−−∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

∞

=

∞

= 0n

nn

0n

n

)1z()1(44
1z

20
1  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∑ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−∞

=

n

0n

n
n )1z()1(4

4
1

20
1  

   =  n

0n
n

1n

)1z(
4

)4(1
2
1 +∑ −+−∞

=

+
 

รัศมีการลูเขาคือ ระยะหางจาก  z  = -1 ไปยัง  z  =  -2   คือ  1 

แบบฝกหัด 2.2.2 
1. จงหารัศมีการลูเขาของอนุกรมตอไปน้ี 

1) n
n

0n
z1n2

3n∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+∞

=
 

2) ∑ +−
∞

=0n

nn
1n2

z)1(  

3) ∑ −∞

=0n

n
n

!n
)iz(2  

4) ∑ −∞

=0n
n

n

2
)2iz4(  

5) ∑ ++
∞

=0n

n4 )6z()in(  

 
2. จงกระจายอนุกรมเทเลอรของฟงกชันตอไปน้ี โดยมีจุดศูนยกลางตามท่ีกําหนดให 

1) e2z  ,  z0 = 2i 

2) cos z  ,  z0 = - 2
π  

3) z3
1
−   ,  z0 = 2i 
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4) 
6zz

1
2 −−

  ,  z0 = 1 

5) 
4z5z

3z
2 +−

+   ,  z0 = 2 

6) 2z
z1

−
−   ,  z0 = 1 

 
คําตอบ 

1. 1) 2 2) 1 3) ∞ 4) 2
1  5) 1 

2. 1) ∑ +
∞

=0n

nni4 )i2z(!n
2e    |z - 2i| < ∞ 

 2) ∑ +
+

−
∞

=

+π

0n

1n2
2n

)!1n2(
)z(

)1(   |z + 2i| < ∞ 

 3) ∑
−
−∞

=
+

0n
1n

n

)i23(
)i2z(   ,   |z-2i| < 13  

4) ∑ ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

∞

=

∞

=0n 0n

3
n

n

3
1z)1(15

1
2

1z
10
1  , |z - 1| < 2 

5) ∑ −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
∞

=

+

0n
n

1n n)2z(
2
1

6
7)1(3

4  ,   |z - 2| < 1 

6) ∑ −
∞

=

+

0n

1n)1z(  ,   |z - 1| < 1 
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2.2.3  อนุกรมลอเรนต 

สมมติ f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณ 0 < |z| < r แตไมเปนฟงกชัน
วิเคราะหท่ี z = 0 แลว f(z)  ไมสามารถกระจายเปนอนุกรมแมคลอรินได เชน            
f(z) =   z-2sin z อยางไรก็ตามเราสามารถกระจายอนุกรมของ sin z ได จากน้ันนํา z2 มา
หารแตละพจน จะไดอนุกรมในรูป 

f(z) =  z-2sin z  = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+− ...!7

z
!5

z
!3

zz
z
1 753

2  

  =  ...!7
z

!5
z

!3
z

z
1 53

−+−    

ซ่ึงเรียกวา อนุกรมลอเรนต 
 

ทฤษฎีบท 

 ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในแผนวงแหวนปด r2 ≤ |z - z0| ≤ r1 แลว f(z) 
สามารถเขียนไดในรูปอนุกรมลอเรนต  

 f(z) = ∑ ∑
−

+−
∞

=

∞

=0n 1n
n

0

nn
0n )zz(

b
)zz(a  

โดยท่ี  
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 an = ∫ ξ
−ξ
ξ

π +

1

1n
0C

d
)z(
)(f

i2
1    n  =  0,1,2,3,… 

 bn = ∫ ξ
−ξ
ξ

π +−

2

1n
0C

d
)z(
)(f

i2
1   n  = 1 , 2 , 3 , … 

เม่ือ C1 : |z - z0| = r1   และ C2 : |z - z0|  = r2 มีทิศทางเปนบวก  

พิสูจน ให z เปนจุดใดๆ ท่ีตรึงและอยูในแผนวงแหวนปด r2 ≤ |z - z0| ≤  r1 ให  ξ  เปน
ตัวแปรในการหาปริพันธตาม C1 และ C2 สรางวงกลม C0 ลอมรอบจุด z และใหอยูภายใน
แผนวงแหวนเปด จากทฤษฎีบทแผนวงแหวนหลายเชิง 
 

∫ ξ−ξ
ξ

1C
d

z
)(f

     =   ∫ ξ−ξ
ξ+∫ ξ−ξ

ξ

02
C

d
z

)(f

C

d
z

)(f
  

 

แตจากสูตรอินทิกรัลโคชี  ∫ ξ−ξ
ξ

0C
d

z
)(f

   =   2πi f(z) 

 
 
ดังน้ัน 

 f(z)  =  ∫ ∫ ξ−ξ
ξ

π−ξ−ξ
ξ

π
1 2C C

d
z
)(f

i2
1d

z
)(f

i2
1      ← 

เชนเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบทเรื่องอนุกรมเทเลอร 

บน C1  |z - z0| < |ξ -  z0| ดังนั้น  

z
1
−ξ    =  

)zz()z(
1

00 −−−ξ  

C1 

• 

• 
C2 

C0 
z 

z0 • • ξ ξ 
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  =  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−ξ
−−−ξ

)0z(
)0zz(

1

1
)z(

1
0

 

  =  
)z()z(

)zz(
...

)z(

zz
z

1
n

0

n
0

2
0

0

0 −ξ−ξ
−

++
−ξ
−

+−ξ  

∴ I2    =  ∫ ∫ +ξ
−ξ
ξ

π
−

+ξ−ξ
ξ

π
1 1

2
0

0

0C C
...d

)z(
)(f

i2
zz

d
)z(

)(f
i2

1  

     ∫ +ξ
−ξ
ξ

π
−+

−

1

n
0

1n
0

C
nRd

)z(
)(f

i2
)zz(

 

  =  a0 + a1(z - z0) + … + an-1(z - z0)
n-1  + Rn  

 
 

โดย Rn  =  ∫ −ξ−ξ
ξξ

π
−

1

n
0

n
0

C )z()z(
d)(f

i2
)zz(

      ↑ 

บน C2 |ξ - z0| < |z - z0|  
-

z
1
−ξ     =   

)z()zz(
1

00 −ξ−−  

    

=  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−ξ−

−
0zz
0z

1

1
)zz(

1
0

 

   =   
)z()zz(

)z(
...

)zz(

z
zz

1
n

0

n
0

2
0

0

0 ξ−−
−ξ++

−
−ξ+−  
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I2  =   ∫ ∫ +ξξ
−
−ξ

π+ξ−
ξ

π
2 2

2
0

0

0C C
...d)(f

)zz(

)z(
i2

1dzz
)(f

i2
1  

       n

2

n
0

1n
0 Sd

C )zz(

)(f)z(
i2

1 +ξ∫ −
ξ−ξ

π+
−

  

   =  b1(z - z0)
-1 + b2(z - z0)

-2 + … + bn(z - z0)
-n + Sn  

โดย Sn = ∫ ξξ−
ξ−ξ

−π
1

n
0

n
0 C

d
z

)(f)z(

)zz(i2
1      → 

ถา |z - z0| = r  แลว  r2 < r  < r1  

Rn → 0  เม่ือ  n → ∞ 

ให  |f(ξ)| < M  บน  C2  

ดังน้ัน |Sn|   ≤ θ
π

∫ −π
d2rrr

nr

r2
1 2

0 2

n
2

n  (w = r2e
iθ) 

  =  
n

2

2

2
r
r

rr
Mr

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−  

∴ |Sn| → 0  เม่ือ n →∞ เน่ืองจาก r2< r 

Sn → 0 เม่ือ n → ∞ 
 

แทนคา Rn และ Sn จากสมการ ↑  และ  →  ในสมการ ← แลวใสลิมิต n →∞ จะได 

 f(z)  = ∑ ∑ −+−
∞

=

∞

=

−

0n 1n

n
0n

n
0n )zz(b)zz(a  

 
ขอสังเกต 

1. ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหใน C2 อนุกรมลอเรนต จะกลายเปนอนุกรม
เทเลอร เพราะวา bn = 0  ทุก n  
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2. สวนแรกของอนุกรมลอเรนต คือ ∑
∞

=
−

0n

n
0n )z(za  เรียกวา สวนวิเคราะห 

และสวนหลังคือ ∑ −
∞

=

−

1n

n
0n )zz(b  เรียกวา สวนหลัก 

 
ตัวอยาง 1  จงกระจายอนุกรมลอเรนตรอบจุด   z = 0  

1) z
1

e   ,  0 < |z|  2) z1
1
−  ,  1 < |z| 

 
วิธีทํา 1)  

  ∵   ez  =   ∑
∞

=0n

n

!n
z   |z|  < ∞  

ดังน้ัน สําหรับ z ≠ 0 

  z
1

e     =   ∑
∞

=0n
nz!n

1     0  < |z| 

   =  1 +∑
∞

=1n
nz!n

1  

   =  ...
z!3
1

z!2
1

z!1
11 32 ++++  

 

 2) เน่ืองจาก ∑
∞

=0n

nw   =   w1
1
−   ,  |w| < 1 

แต 1 < |z|  เราจึงไมสามารถกระจายอนุกรมโดยแทน w = z ได  

แตถาให  w =  z
1    จะสามารถใชได เพราะวา   |w|  =  

z
1   < 1 

z1
1
−   =   

)1z
1(z
1
−

  =  
z
11

1
z
1
−

−   =  ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∞

=0n

n

z
1

z
1  

   =  ∑ −∞

=
+

0n
1nz

1     1 < |z| 
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   =  ...
z
1

z
1

z
1

32 −−−−  1 < |z| 

 

ตัวอยาง 2 จงกระจายอนุกรมลอเรนตของ f(z) = )z1(z
1
−  ในบริเวณ 

 1) |z+1| < 1  2) 1<|z+1| < 2 

3) |z+1| > 2 
 

วิธีทํา โดยการแยกเศษสวนยอย 

 )z1(z
1
−    =  z

1  + z1
1
−  

1) f(z)   =  11z
1
−+ + 1)1z(1

1
++−  

=  )1z(1
1
+−

− + )1z(2
1
+−  

=  )1z(1
1
+−

− + 

2
)1z(1

1
2
1

+−
 

=  ∑ ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−

∞

=

∞

=0n 0n

n
n

2
1z

2
1)1z(  |z+1| < 1 

=  n

0n
1n )1z(

2
11 +∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

∞

=
+   |z+1| < 1 

 

2) เน่ืองจาก  1 < |z +1| < 2 

ดังน้ัน  
1z

1
+  < 1   และ  2

1z +
 < 1 

จาก f(z)   =  

2
)1z(1

1
2
1

11z
1

+−
+−+  

  =  
)2

1z(1
1

2
1

)1z
11)(1z(

1
+−

+
+−+
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  =  ∑ ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
++

∞

=

∞

=0n 0n

n

2
1z

2
1

n

1z
1

1z
1  

  =  ∑ ∑ ++
+

∞

=

∞

=
++

0n 0n
1n1n

n)1z(
2

1
)1z(

1  

 

3) จาก |z+1| > 2  ดังน้ัน 1z
2
+  <  1  และ 1z

1
+ < 2

1 < 1  

จาก f(z)   =  11z
1
−+ + 1)(z2

1
+−  

  =  
)1z

11)(1z(
1

+−+
+

)11z
2)(1z(

1
−++

 

  =  
)1z

11)(1z(
1

+−+
-

)1z
21)(1z(

1

+−+
 

  =  ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
++−∑ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
++

∞

=

∞

= 0n

n

0n

n

1z
2

1z
1

1z
1

1z
1  

  =  ∑
+

−
∞

=
+

0n
1n)1z(

1)n21(  

 
 
แบบฝกหัด 2.2.3 

 
1. จงหาอนุกรมลอเรนตของฟงกชันตอไปนี้ในบริเวณท่ีกําหนด 

1) z1
1
−    ,  |z - i| > 2  

2) 2z
z1

−
−  ,  |z - 1|  >  1 

3) 3z
z1

−
−   ,  |z - 1| > 2 

 

2. จงกระจายอนุกรมโลรองตของ )2z)(z1(
1
−−   ในบริเวณ 
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1) 1 < |z|  < 2   2) |z| > 2 

3. จงกระจายอนุกรมของ f(z) = i)z(z
2i5z

+
+   ในแผนวงแหวน 1 < |z - i| < 2 

4. จงกระจายอนุกรมตอไปน้ีรอบจุด z = 0 

1) z
1ze −    2) z

zsin   

3) 2

2

z
1zcos −    4) 2z

)1z(ze +−  

 
 
 
คําตอบ 

1. 1) -∑
−
−∞

=

−

1n
n

1n

)iz(
)i1(   2) -∑

∞

= −1n
n1)(z

1  

 3) -∑
−

∞

=1n
n

n

)1z(
2  

 

2. 1) ∑∑
∞

=
+

∞

=
+ +

0n
1n

n

0n
1n 2

z 
z

1  2) n

1n
1n

n
z 

2
21 ∑

∞

=
+
−  

 

3. ∑ ∑
∞

=

∞

=
++
−−+

−
−

0n 0n
1n

nn

1n

nn

(2i)
i)(z1)(3

i)(z
i1)( 2  

 

4. 1) ∑
∞

=

−

1n

1n

!n
z    2) ∑

∞

= +
−

0n

2nn

1)!(2n
z1)(  

3) ∑ −∞

=

−

1n

2n4
n

z)!n2(
)1(   4) ∑

∞

=

−

2n

2n

n!
z  
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2.3 ทฤษฎีบทสวนตกคาง 

สูตรปริพันธโคชีท่ีไดเรียนมาชวยใหเราสามารถหาคาปริพันธตามคอนทัวรได
สะดวกขึ้น ในหัวขอน้ีจะไดศึกษาวิธีการท่ีสะดวกยิ่งข้ึนในการหาคาปริพันธดังกลาว 

 
2.3.1 การจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศ 
จุด z0 เปนจุดเอกฐานของ f(z) ก็ตอเม่ือ f(z) ไมเปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุด z0 แต

ทุกๆ ยานจุดของจุด z0 จะประกอบดวยอยางนอยหนึ่งจุด ซ่ึงทําให f(z) เปนฟงกชัน

วิเคราะห เชน f(z) = z1
1
−   เปนฟงกชันวิเคราะหทุกๆ จุด z ≠ 1 แตไมเปนฟงกชัน

วิเคราะห z0 = 1 ดังน้ัน z0 = 1 เปนจุดเอกฐาน 
g(z) = Log z  เราทราบวาเปนฟงกชันวิเคราะหทุกๆ จุด ยกเวนศูนยและแกน x ท่ี

เปนลบ ดังน้ันจุดศูนยและจุดท่ีอยูบนแกน x  ท่ีเปนลบ   จึงเปนจุดเอกฐาน 
 
บทนิยาม  

 จุด z0 เรียกวา จุดเอกฐานแบบเอกเทศของ f(z) ถามีบางยานจุดของ z0 ท่ีไมได
ประกอบดวยจุดเอกฐานจุดอื่นๆ  
 
ขอสังเกต 

 ถาฟงกชันประกอบดวยจุดเอกฐานเปนจํานวนจํากัดแลว จุดเอกฐานเหลาน้ันจะ
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เปนจุดเอกฐานเอกเทศ เชน  

f(z) = 2)1z(
1
−

 มี   z0 = 1  เปนจุดเอกฐานเอกเทศ   

s(z) =   
)1z(z

1z
2 +
+  มี   z0  =  0  ,   ± i  เปนจุดเอกฐานเอกเทศ  

 
 จากนิยาม  ถา z0 เปนจุดเอกฐานเอกเทศ เราสามารถกระจายอนุกรมลอเรนตของ 

f(z) ในบริเวณ 0 < |z-z0| < R 
 
 

   f(z)  = ∑ ∑ −+−
∞

=

∞

=

−

0n 1n

n
0n

n
0n )zz(b)zz(a  

 
เราจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศไดดังน้ี 
1. ถา ส.ป.ส. bn เปนศูนยท้ังหมด น่ันคือ อนุกรมลอเรนต ไมมีพจนท่ียกกําลังเปนลบ
แลว เราเรียก z0 วาเปนจุดเอกฐานท่ีขจัดได  
 

ตัวอยาง 1 f(z)  =  z
zsin   มี z0 = 0 เปนจุดเอกฐานเอกเทศ สามารถแทนดวยอนุกร

มลอเรนตไดดังน้ี 

 f(z) = z
zsin   =  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+− ...!7

z
!5

z
!3

zzz
1 753

  

   =  1- ...!7
z

!5
z

!3
z 642

+−+   |z| > 0 

ซ่ึงไมมีพจนท่ียกกําลังเปนลบ ดังน้ัน z0 = 0  เปนจุดเอกฐานท่ีขจัดได  
 ถาเรานิยาม f(0) = 1 แลว f(z) จะเปนฟงกชันวิเคราะหท่ี z0  =   0 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =

→
=

→
1z

zsinlim)z(flim
0z0z

   

2. ถา ส.ป.ส. bn ไมเปนศูนยเปนจํานวนจํากัด แลวเราเรียก z0 วาเปนโพลอันดับ m 

น่ันคือ bm ≠ 0 แต bn = 0 สําหรับ n > m  
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ตัวอยาง 2 f(z)   = z-3sin z 

   =  ...!7
z

!5
z

!3
1

z
1 42

2 +−+−  

 f(z)  มีโพลอันดับ 2 ท่ี z0 = 0 
 
ตัวอยาง  3 f(z)   =  z-1expz 

   =  ...!3
z

!2
z1z

1 2
++++  

 f(z) มีโพลอันดับ 1 ท่ี z0 = 0 
3. ถา ส.ป.ส. bn มีจํานวนอนันต ท่ีไมเปนศูนย เราเรียกจุด z0 วาเปนจุดเอกฐาน

จําเปน 
 

ตัวอยาง 4 f(z) =  exp ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−1z
1  

   =  ...
)1z(

1
!3

1
)1z(

1
!2

1
1z

1
!1
11 32 +

−
+

−
+−+  

มีจุดเอกฐานจําเปนท่ี z0 = 1 
 
ตัวอยาง 5 จงจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศท่ีกําหนดให  

 1) 3)1z(

z2e
−

  ,  z0 = 1  2) 3z
zsinz −   ,  z0 = 0 

 3) )2z)(1z(
z
++  , z0 = -2 4) (z-3) sin 2z

1
+  , z0 = -2 

 

วิธีทํา 1)  3)1z(

z2e
−

   =  3

)11z(2

)1z(
e
−

+−
 

   =  )1z(2
3

2
e

)1z(
e −

−
 



 

 

108  MA 217 

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+−+−+

−
...!3

))1z(2(
!2

))1z(2()1z(21
)1z(

e
32

3

2
 

   =  ...)1z(e3
4

)1z(2
e2

)1z(
e2

)1z(
e 22

2

2

3

2
+−+−+

−
+

−
 

ดังน้ัน z0 = 1 เปนโพลอันดับ 3 
 

2) 3z
zsinz −  =  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+−− ...)!7

z
!5

z
!3

zz(z
z
1 753

3  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+− ...)!7

z
!5

z
!3

z
z
1 753

3  

   =  ...!7
z

!5
z

!3
1 42

−+−  

ดังน้ัน z0 = 0 เปนจุดเอกฐานที่ขจัดได 

3) 2)1)(z(z
z
++   =   ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−+ 1z
112z

1  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−+−+ 12z
112z

1  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+−++ )2z(1
112z

1  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++++ ...})2z()2z(1{12z

1 2  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++

2)2z()2z(22z
1  

     =  2z
2
+  + 1 + (z+2) + … 

 ดังน้ัน z0 = -2  เปนโพลอันดับหน่ึง หรือโพลเชิงเดียว  

4) (z-3) sin 2z
1
+   =  (z+2-5) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

+
−+ ...

)2z(!5
1

)2z(!3
1

2z
1

53  
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     =  1- ...
)2z(!5

1
)2z(!3

5
)2z(!3

1
2z

5
432 −

+
+

+
+

+
−+  

ดังน้ัน  z0 = -2  เปนจุดเอกฐานจําเปน  
 
ขอสังเกต 

1. z0  เปนจุดเอกฐานที่ขจัดไดก็ตอเม่ือ  )z(flim
0zz→

 หาคาได                        

(หรือ 0)z(f)0zz(flim
0zz

=
→

− )   

2. z0  เปนโพลอันดับ m ก็ตอเม่ือ  )z(flim
0zz→

 = ∞                                  

(หรือ )0b)z(f)zz(lim m
m

0
0zz

≠=
→

−    

3. z0  จะเปนจุดเอกฐานจําเปน ถา z0 ไมใชจุดเอกฐานที่ขจัดได และไมใชโพล 
 
ตัวอยาง 6 f(z)  =  z-3sin z 
วิธีทํา ในท่ีน้ีจุดเอกฐานเอกเทศ คือ z0 = 0   

เน่ืองจาก zsinzzlim 2

0z

3−

→
•  =  z

zsinlim
0z→

  = 1  ≠ 0 

ดังน้ัน z0 = 0 เปนโพลอันดับสอง 
 
ตัวอยาง 7 f(z) = z-1 exp z  

 เน่ืองจาก zexp1zzlim
0z

−
•

→
  =  1 ≠ 0 

 ดังน้ัน  z0  =  0   เปนโพลเชิงเดียว 
 

ตัวอยาง 8 f(z) = exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
− 1z
1   

วิธีทํา ในท่ีน้ี z0 = 1 เปนจุดเอกฐานเอกเทศ 
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เน่ืองจาก  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

→ 1z
1exp)1z(lim

1z
 =  ∞  

และ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

→ 1z
1expm)1z(lim

1z
  =  ∞ 

ดังน้ัน   z0  =  1 เปนจุดเอกฐานจําเปน 
 
ตัวอยาง 9 จงจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศท่ีกําหนดให  

1) 3

z2

)1z(
e
−

  ,  z0 = 1  2) 3z
zsinz −  ,  z0 = 0 

3) )2z)(1z(
z
++  , z0 = -2 4) (z-3) sin 2z

1
+  , z0 = -2 

 
 

วิธีทํา 1) เน่ืองจาก 3

z23

1z )1z(
e)1z(lim
−

−
→

  =  e2 ≠ 0 

ดังน้ัน z0 = 1 เปนโพลอันดับสาม 

2) เน่ืองจาก 3
0z z

)zsinz(zlim −
→

  = 0 

อันดับ z0 = 0 เปนจุดเอกฐานที่ขจัดได 

3) เน่ืองจาก  )2z)(1z(
1)2z(lim

2z +++
−→

 = -1 ≠ 0 

ดังน้ัน z0 = -2 เปนโพลเชิงเดียว 

4) เน่ืองจาก 2z
1sin)3z)(2z(lim

2z +−+
−→

  หาคาไมได และ 

2z
1sin)3z(m)2z(lim

2z +−+
−→

 หาคาไมได ดังน้ัน z0 = -2 เปนจุดเอกฐาน     

จําเปน 
 

แบบฝกหัด 2.3.1 
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จงจําแนกชนิดจุดเอกฐานเอกเทศของฟงกชันที่กําหนดให 

1. z
1z2 +   2. cos z

1   3. 1z
)1zcos(ze

−
−−  

4. 2)2z)(1z(
1
−−

 5. π−+ z
3

z
2
2  6. 2z

1ze −  

 
คําตอบ 
1. z0 = 0  เปนโพลอันดับหน่ึง 
2. z0 = 0  เปนจุดเอกฐานจําเปน 
3. z0  = 1  เปนโพลเชิงเดียว 
4. z0  = 1 เปนโพลเชิงเดียว , z0  = 2  เปนโพลอันดับสอง  

5. z0  = 0  เปนโพลอันดับสอง , z0  = π  เปนโพลเชิงเดียว 
6. z0  = 0  เปนโพลเชิงเดียว 
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2.3.2  ทฤษฎีบทสวนตกคาง 
ถา z = z0  เปนจุดเอกฐานแบบเอกเทศของ f(z) แลว f(z) จะเปนฟงกชันวิเคราะห

ในบริเวณ 0 < |z-z0| < R และ  

f(z) =  ∑ ∑ −+−
∞

=

∞

=

−

0n 1n

n
0n

n
0n )zz(b)zz(a   

โดยท่ี bn = ∫ −π +−
C

dz
)zz(
)z(f

i2
1

1n
0

  เม่ือ C เปนคอนทัวรปดเชิงเดียวในบริเวณ

วงแหวน และมี z0 อยูภายใน  

ถา n = 1  ,  b1 =  ∫π
C

dz)z(fi2
1  

∫
C

dz)z(f  =  2πib1 

เราเรียก ส.ป.ส. b1  ของ 
0zz

1
−  วา สวนตกคาง ของ f(z)  ท่ี z0 เขียนแทนดวย       

Res (f  , z0) = b1  
 

ตัวอยาง 1 จงหาคา  ∫ −C
dz

)1z(

ze
2  

วิธีทํา เน่ืองจาก   

2)1z(

ze
−

 =  2

11z

)1z(
e
−

+−
  =  

1z

2
e

)1z(
e −

−
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      =  ∑ −
−

∞

=0n

n

2 !n
)1z(

)1z(
e  = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+−+ ...!2

)1z()1z(1
2

 

       =  ...!2
e

)1z(
e

)1z(
e

2 ++−+
−

 

ดังน้ัน b1 = e 

∫ −C
dz

)1z(

ze
2   =  2πie 

ทฤษฎีบท ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุดภายในและบนคอนทัวรปดเชิงเดียว C 
ซ่ึงมีทิศทางเปนบวก  ยกเวนจุด z1 , z2 , …, zn ซ่ึงเปนจุดเอกฐานเอกเทศเปนจํานวน
จํากัด แลว  

  ∫
C

dz)z(f    = 2πi∑
=

n

1n
)iz,f(sRe  

   =  2πi[Res (f , z1) + Res (f, z2) +…+Res(f , zn)] 
 
 
พิสูจน ใหทําเปนแบบฝกหัด 

การหาคาสวนตกคาง 
1. ถาจุด z0  เปนจุดเอกฐานท่ีขจัดได แลว Res (f, z0) = 0 
เนื่องจากอนุกรมลอเรนต มีแตพจนท่ีกําลังเปนบวก 
2. ถาจุด z0 เปนโพลเชิงเดียว แลว  

Res(f,z0)  =  )z(f)0zz(lim
0zz

−
→

 

 เน่ืองจากอนุกรมลอเรนตของ f(z) รอบจุด z0 คือ  

  f(z)  =  ∑ −+−
∞

=0n

n
0n

0

1 )zz(azz
b

 

 (z-z0)f(z) = b1 + (z - z0) ∑ −
∞

=0n

n
0n )zz(a  
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∴ )z(f)zz(lim 0
0zz

−
→

 = b1  =  Res(f , z0) 

 

3. ถาจุด z0 เปนโพลอันดับ m ( m > 1) แลว  

Res(f , z0) = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− −

−

→
)z(f)zz(

dz
dlim)!1m(

1 m
01m

1m

0zz
  

 
 
เน่ืองจาก  

 f(z)  =  m
0

m

)zz(

b

−
+ 1m

0

1m

)zz(

b
−

−

−
+…+ )zz(

b

0

1
− + ∑

∞

=
−

0n

n
0n )z(za  

 (z - z0)
mf(z) = bm + bm-1(z - z0) + … + b1(z - z0)

m-1+ ∑
∞

=

+−
0n

mn
0n )z(za  

หาอนุพันธ m-1  คร้ัง แลวใสลิมิต z → z0 

 )z(f)zz(
dz
dlim m

01m

1m

0zz
−−

−

→
 =  (m-1)! b1 + 0 + … 

b1 = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− −

−

→
)z(f)zz(

dz
d

)!1m(
1lim m

01m

1m

0zz
 

 

ตัวอยาง 2 จงหาสวนตกคางของ f(z) = 2

2

)2z)(1z(
z
+−

 

วิธีทํา เน่ืองจาก  2

2

1z )2z)(1z(
z)1z(lim
+−

−
→

  =  9
1  ≠ 0 

แสดงวา z0 = 1 เปนโพลเชิงเดียว 

เพราะฉะน้ัน   Res(f , 1)  =   2

2

1z )2z)(1z(
z)1z(lim
+−

−
→

 =  9
1  

เน่ืองจาก  2

22

2z )2z)(1z(
z)2z(lim
+−

+
−→

   =    3
4   ≠  0 
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แสดงวา z0 = -2 เปนโพลอันดับสอง 

เพราะฉะน้ัน  Res(f , -2)   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+−+ •
−→ )2z)(1z(

z)2z(dz
dlim!1

1 22

2z
 

    =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−

−→ 2

2

2z )1z(
zz2)1z(lim  

    =  2

2

2z )1z(
z22lim

−
−

−→
 

    =  9
8  

ตัวอยาง 3 จงหาสวนตกคางของ f(z) =  
z2z2z

4z
23

2

++
+   

วิธีทํา พิจารณา  z3 + 2z2 + 2z   =  0 
  z(z2 + 2z + z)    =   0 

            z  = 0  ,   -1 ± i 

จะพบวา z0 = 0  , -1 ± i   เปนโพลเชิงเดียว 

Res(f , 0)  = )z(fzlim
0z

•
→

  =  
2z2z

4zlim 2

2

0z ++
+

→
 =  2 

Res(f , -1+i)   =  )z(f)]i1(z[lim
i1z

+−−
+−→

 

    =  )i1z(z
4zlim

2

i1z ++
+

+−→
 

    =  i1
i2

−−
−   =  2

1 (-1 + 3i) 

Res (f , -1-i)   =   )z(f)]i1(z[lim
i1z

−−−
−−→

  

    =  - 2
1 (1+3i) 

 

ตัวอยาง 4 จงหาคา ∫ ++
π+π

C
)2z)(1z(
zsinzcos 22

 ,  C :  |z| = 3 

วิธีทํา เน่ืองจาก z0 = -1 , -2 เปนโพลเชิงเดียว ท่ีมีอยู |z| = 3 
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Res(f, -1)  = )z(f)1z(lim
1z
+

−→
 

  =  2z
zsinzcoslim

22

1z +
π+π

−→
 

  =  -1 
Res (f,-2)  =  )z(f)2z(lim

2z
+

−→
 

  =  )1z(
zsinzcoslim

22

2z +
π+π

−→
 

  =  -1 
จากทฤษฎีบทสวนตกคาง 

∫
C

dz)z(f  =  2πi(-1-1) 

  =  -4πi 
 

ตัวอยาง 5 จงหาคา ∫ +C )9z(
dz

32  ,   C : |z - i| = 3 

วิธีทํา เน่ืองจากจุดเอกฐานเอกเทศคือ z0 = ± 3i 

แตเฉพาะ z0 = 3i  เทาน้ันท่ีมีอยูใน |z - i| = 3  และ z0 = 3i  เปนโพลอันดับสาม 

Res (f , 3i)   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

→
f(z)3i)(z

dz
dlim2!

1 3
2

2

3iz
 

  =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+→ 32

2

i3z )i3z(
1

dz
dlim!2

1  

  =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+→ 5
i3z )i3z(

12lim2
1  

  =  55 i6
6   =  i1296

1  

จากทฤษฎีบทสวนตกคาง 
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∫ +C )9z(
dz

32   =   2πi i1296
1  =  648

π  

 
แบบฝกหัด 2.3.2 
 
1. จงหาสวนตกคางของฟงกชันที่กําหนดใหท่ีจุดเอกฐานของฟงกชันน้ัน  

1) z
1e z2 −   2) 1z

1z2

−
+  3) 4

z22

z
e)z1( −  

4) )z)(1z)(2z(
1z2

π−+−
− 5) 3)1z(

)1zsin(
−
−  6) 24 zz

ze
−

 

2. จงหาคาปริพันธของฟงกชันตอไปน้ีตามคอนทัวรท่ีกําหนด 

1) 3

z2

)iz)(iz(
e)1z(
−+

+   ,   |z| = 2
1  

2) 
)iz)(1z(z

1
2 π+−

 ,  |z| = 2 

3) 
1z

z
4 −

  ,  |z| = 4 

4) 
zz2z

ze
23 +−

  ,  |z| = 2 

5) )1z)(1z(
1
+−   ,   |z| = 3 

 
คําตอบ 

 

1. 1) 0 2) 2 3) - 3
2  4) π−2

1 , 0 , 2
1

−π
−π  

5) 0 6) Res (f , 0)  = -1 , Res (f , -1) = - e2
1  ,                    

Res (f , 1)  = 2
e  
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2. 1) 0 2) )i1(
i2
π+π

−  3) 0 4) 2πi 5) 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3.3  ประยุกตใชทฤษฎีบทสวนตกคาง 
เราสามารถนําทฤษฎีบทสวนตกคางไปใชหาคาปริพันธจํากัดเขตของฟงกชันคา

จริงได โดยมีรูปแบบดังตอไปน้ี 

แบบที่ 1 ∫
π

θθθ
2

0
d)sin,(cosf   

 เม่ือ f เปนฟงกชันตรรกยะของ cos θ , sin θ 

โดยให z = eiθ   =  cos θ + i sin θ ,  0 ≤ θ ≤ 2π 

จะได   cos θ  = )z
1z(2

1 +  

 sin θ  =  )z
1z(i2

1 −  

 dz  =  ieiθdθ    dθ  =  iz
dz  

∫
π

θθθ
2

0
d)sin,(cosf   =    iz

dz

C
i2
zz,2

zzf
11

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ −−

 

C : วงกลมหน่ึงหนวยมีทิศทางเปนบวก และปริพัทธทางขวามือเปนฟงกชัน       
ตรรกยะของ z ซ่ึงสามารถหาคาปริพันธไดโดยใชทฤษฎีบทสวนตกคาง น่ันคือ 

∫
π

θθθ
2

0
d)sin,(cosf    =   ∑π

=

n

1k
)kz,f(sRei2  
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ตัวอยาง 1   จงหาคา ∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  

วิธีทํา ให z = eiθ  จะได  

 ∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  =   ∫ −+

−
C )i2

zz(35

iz
dz

  1  

    =  ∫ −+C 3iz10z3
dz2

2  

    =   ∫ ++
C

)i3z)(iz3(
dz2  

ซ่ึงปริพัทธมีโพลที่ –3i และ  - 3
i  

แต –3i  อยูภายนอกวงกลมหน่ึงหนวย ดังน้ี 

∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  =    2πiRes(f(z) , - 3

i ) 

  f(z)  =  
3iz10z3

2
2 −+

 

Res (f(z) , - 3
i )  =  

3iz10z3

)3
iz(

2lim 2
3

iz −+
+

−→
 

    =  i10z6
22lim

3
iz +−→

 (ใชหลักเกณฑโลปตาล) 

    =  i4
1  

น่ันคือ  

 ∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  = 2πi • i4

1    =     2
π  

 

ตัวอยาง 2 จงหาคา  ∫ −
π

θθ
θ2

0

2
dcos45

sin  

วิธีทํา ให z  =  eiθ    จะได  
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 ∫ −
π

θ
θ2

0

2

cos45
sin  = iz

dz

C
2

1zz45

 

2

i2

1ZZ

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−

 

    =  - dz
C )2z)(1z2(z

1z2z
4
i

2

24

∫ −−
+−  

ซ่ึงปริพัทธมีโพลอันดับสองท่ี 0 , โพลเชิงเดียวท่ี z = 2
1   และ 2 แต 2  ไมอยูใน C  

∴ ∫ −
π

θ
θθ2

0

2

cos45
dsin   =  - )]

2

1
),z(f(sRe)0),z(f(s[Rei2

4

i +π•  

  f(z)   =  
)2z)(1z2(z

1z2z
2

24

−−
+−  

แต  Res (f(z) ,  0) =  )]z(fz[dz
dlim 2

0z→
 

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
+−

→ )2z)(1z2(
1z2z

dz
dlim

24

0z
 

          =  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
−+−−−−−

→ 22

243

0z 2)(z1)(2z
5)1)(4z2z(z4z)2)(4z1)(z(2zlim  

   =  4
5  

Res (f(z) , 2
1 )  =  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

→
)z(f)2

1z(
z

lim2
1

2
1

 

   =  
)2z(2z
1z2z

z
lim2

1 24

2
1 −

+−
→

  =  - 4
3  

∫ −
π

θ
θθ2

0

2

cos45
dsin  =  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π

4
3

4
5

2   =  4
π  
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แบบที่ 2 ∫
∞

∞−
dx)x(f  

- เม่ือ f(x)  เปนฟงกชันตรรกยะ ซ่ึงตัวสวนไมเปนศูนยสําหรับ x ท่ีเปนคาจริง 
- และ )x(xflim

x ±∞→
 = 0 (น่ันคือ ตัวสวนตองมีดีกรีสูงกวาตัวเศษอยางนอยท่ีสุด 2) 

โดยการกําหนด f(z) เปนฟงกชันตรรกยะรูปแบบเดียวกับ f(x) ฉะน้ัน f(z) จะมีโพล
เปนจํานวนจํากัด (z1 , z2 ,…,zn) อยูบนระนาบคร่ึงบน พิจารณา ∫

C
dz)z(f   โดย C = C1 + 

C2  

C1  :  คร่ึงบนวงกลม  |z| = R 

C2  :  -R ≤ x  ≤ R  ดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 

 

ดังน้ัน  ∑π
=

n

1k
)kz),z(f(sRei2   =  ∫

C
dz)z(f  

 
=    ∫ ∫+

1C 2C

dz)z(fdz)z(f   

 

=   ∫ ∫+
−

1C

R

R
dx)x(fdz)z(f  

ให  R →∞  จะได 

-R • 0 R 

C1 

C2 

z1 z2 zn 

• 
• 
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∫
∞

∞−
dx)x(f   =   ∑ ∫−π

= ∞→

n

1k 1CR
dz)z(flim)kz),z(f(sRei2  

 
เราสามารถแสดงไดวาเทอมที่สองดานขวามือเปนศูนย 
เน่ืองจาก )z(zflim

z ∞→
 =  0 

 |zf(z) | < ε   เม่ือ |z| ≥ N 

 |f(z)|   < 
z
ε  

และ ∫
1C

dz)z(f  ≤ M • L 

  ≤ 
z
ε   • 2

R2π  

  < πε   (|z|  < R ) 

แสดงวา  ∫
∞→

1
R

C
dz)z(flim   =  0 

ฉะน้ัน  ∫
∞

∞−
dx)x(f  =   )kz),z(f(sRei2

n

1k
∑π
=

 

 

ตัวอยาง 3 จงหาคา  ∫ ++
∞

∞− )4x)(1x(
dxx

22

2
 

วิธีทํา กําหนดให  f(z)  =   
)4z)(1z(

z
22

2

++
 

ดังน้ัน  ∫ ++
∞

∞− )4x)(1x(
dxx

22

2
 =  ∫ ++C )4z)(1z(

dzz
22

2
  =  

)kz),z(f(sRei2
n

1k
∑π
=
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ในท่ีน้ี  f(z) =   
)4z)(1z(

z
22

2

++
 

มีโพลท่ี  ±i  และ ± 2i  แตเฉพาะ i และ 2i ท่ีอยูใน C  
พิจารณา Res(f(z) , i)   =   )z(f)iz(lim

iz
−

→
 

   =  
)4z)(iz(

zlim 2

2

iz ++→
 = 6

i  

และ Res(f(z) , 2i) =  )z(f)i2z(lim
i2z
−

→
 

   =  
2i)1)(z(z

zlim 2

2

iz ++→
 =  - 3

i  

ดังน้ัน ∫ ++
∞

∞− )4x)(1x(
dxx

22

2
  =  2πI )3

i
6
i( −  

    =  3
π  

 
 

แบบที่ 3   ∫
∞

∞−
dxe)x(f imx  , m > 0 

- เม่ือ f(x)  เปนฟงกชันตรรกยะซึ่งตัวสวนไมเปนศูนย สําหรับ x ท่ีเปนคาจริง 
- และ  )x(flim

x ∞→
  =  0    (ตัวสวนมีดีกรีสูงกวาตัวเศษ)  

 
ใชวิธีการเชนเดียวกับแบบท่ี 2 

เราสามารถแสดงไดวา บน  C : |z| = R 

∫
∞→

1

imz

R
C

dz)z(felim    =    0   (m > 0) 

จาก   )z(flim
z ∞→

  =  0 

 |f(z)|  <  ε  

ให  z    =  Reiθ  บนคร่ึงวงกลมรัศมี R  
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∴  ∫
1

imz

C
dz)z(fe   =   ∫

π

0

θii d)iRef(ReimRee θθ
iθ

 

แต  )sini(coseimR θθ+   =  θ− sinmRe  

และเราทราบวา   θ
θsin  ≥  π

2     เม่ือ  0 ≤ θ ≤ 2
π  

ทําให   θ− sinmRe  ≤  πθ− mR2
e  

ดังน้ัน   ∫
1C

dz)z(fimze    ≤   ∫ε
π θ− θ

0

sinmR Rde  

    

< 2εR θ∫
π

π
θ−

de2

0

mR2
 

=  2

0

mR2
em

π
π

θ−πε−  

=  m)mRe1(m
πε<−−πε  

น่ันคือ  ∫
∞→

1
R

C
dz)z(fimzelim    =  0 

 
หมายเหตุ 

 ∫
∞

∞−
mxdxcos)x(f  และ  ∫

∞

∞−
mxdxsin)x(f  

คือ สวนจริงและสวนจินตภาพของ ∫
∞

∞−
dxe)x(f imx  

 
 

ตัวอยาง 4 จงหาคา  ∫ +
∞

∞−
dx

1x
x2cos

2  
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วิธีทํา พิจารณา  ∫ +C
dz

1z
e
2

iz2
 

เน่ืองจาก  f(z)  =  
1z

e
2

iz2

+
  มีโพลเชิงเดียวท่ี z = ±i  แต –i  ไมอยูใน C   

Res (f(z) , i)   =  )z(f)iz(lim
iz
−

→
 

  =  )iz)(iz(
e)iz(lim

iz2

iz −+−
→

 

แสดงวา ∫ +C
dz

1z
e
2

iz2
  =   ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛π

−

i2
ei2

2
 =  πe-2 

หรือ ∫ +
∞

∞−
dx

1x
e
2

ix2
  =  πe-2 

หรือ  ∫ +
+∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dx

1x
x2sinidx

1x
x2cos

22   =   πe-2 
 

ดังน้ัน  ∫ +
∞

∞−
dx

1x
x2cos

2    =    πe-2 

แบบฝกหัด 2.3.3 
 
จงหาคาปริพันธตอไปน้ี 

1. ∫ +
π2

0 xcos2
dx    2. ∫ −

π2

0 xsin3
dx  

3. ∫ +
∞

∞− 22 )4x(
dx   4. ∫ +

∞

∞− 2x1
dx  

5. ∫ +
∞

∞− 22 )x1(
xdx   6. ∫ +

∞

∞− 4x
xdxsinx

2  

7. ∫ +
π2

0
dxxsin3

xcos   8. ∫ +
∞

0
2 dx

1x
xsinx   
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คําตอบ 

1. 
3

2π   2. 
2
π   3. 16

π   4. π 

5. πe-2  7. 0  8. e2
π  
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