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บทที่ 2   
ปริพันธฟงกชันเชิงซอน 

 

2.1 ทฤษฎีบทการหาปริพันธ 
ในบทท่ีแลว เรารูจักการหาอนุพันธของฟงกชันเชิงซอนมาแลว ในบทน้ีเราจะ

ศึกษาการหาปริพันธฟงกชันเชิงซอน ซ่ึงฟงกชันวิเคราะหเปนฟงกชันท่ีมีสมบัติพิเศษและ
นาสนใจมาก 

2.1.1  ปริพันธจํากัดเขต 
ในการหาคาปริพันธของฟงกชันเชิงซอน งายท่ีสุดก็คือ ฟงกชันท่ีเขียนในรูปตัว

แปรจริง น่ันคือ  

  f(t)  =  u(t) + iv(t) ,    a ≤ t ≤ b 
เม่ือ u(t) และ v(t) เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรจริง t  ซ่ึงเราทราบมาแลวจาก

การศึกษาแคลคูลัสวา ถา u(t) และ v(t)  เปนฟงกชันตอเน่ืองแลว u และ v จะหาคา
ปริพันธได เพราะฉะนั้น เราจึงใหคําจํากัดความของปริพันธจํากัดเขต ดังนี้ 

∫
b

a
dt)t(f    =    ∫ ∫+b

a

b

a
dt)t(vidt)t(u      ← 

จากสมการ  ←  โดยการหาปฏิยานุพันธของ u และ v   จะไดวา 

  ∫
b

a
dt)t(f    =    U(b) - U(a)  +  i [V(b) - V(a)]   ↑ 

เม่ือ  U′(t)   =   u(t)   และ  V′(t)   =   v(t) 
 
ตัวอยาง 1 

 จงหาคาของ ∫ +1

0

3 dt)it(  

วิธีทํา  

 ในท่ีน้ี   f(t)  =   (t + i)
3
 

   =   t
3
 - 3t  +  i(3t

2
 - 1) 
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ดังน้ัน  u(t)   =  t
3
 - 3t  และ  v(t)   =  3t

2
 - 1 

จากสมการ ←   จะได 

 ∫ +1

0

3 dt)it(   =  ∫ ∫ −+−1

0

1

0

23 dt)1t3(idt)t3t(  

   =  
1

0

31

0

24
)t3

t3(i2
t3

4
t −+−  

   =  2
3

4
1 −     =    4

5−  

 
ตัวอยาง 2 

 จงหาคาของ   ∫ +π

0
dt)ittexp(  

วิธีทํา ในท่ีน้ี  f(t) =   exp (t + it) 

   =   e
t
 • e

it
 

   =   e
t
(cos t + isin t) 

ดังน้ัน   u(t)   =   e
t
cos t  และ  v(t)  =  e

t 
sin t 

จากสมการ  ←   จะได 

∫ +π

0
dt)ittexp(  =  ∫ ∫+π π

0 0
tdtsinteitdtcoste  

 
โดยการหาปริพันธดวยวิธีการแยกสวน จะได  

 ∫ +π

0
dt)ittexp(  =  2

1 e
t
(cos t + sin t) + 2

i e
t
(sin t – cos t)

π=

=

t

0t

 

    =  - 2
1 (eπ + 1) +  2

i (eπ + 1) 

 นอกจากน้ี ปริพันธเชิงซอนยังมีสมบัติเหมือนกับปริพันธของฟงกชันคาจริง 
 ให    f(t)    =   u(t)  +  iv(t) 
 และ  g(t)   =   r(t)  +  is(t) 

เม่ือ   a  ≤  t  ≤ b    และ  c ∈ [a , b]  
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∫ +b

a
dt)]t(g)t(f[   =  ∫ ∫+

b

a

b

a
dt)t(gdt)t(f     → 

∫
b

a
dt)t(f   =   ∫ ∫+

c

a

b

c
dt)t(fdt)t(f     ↓ 

∫ +b

a
dt)t(f)idc(  =  (c+id) ∫

b

a
dt)t(f      ° 

∫
b

a
dt)t(f   =   - ∫

a

b
dt)t(f       ± 

∫
b

a
dt)t(g)t(f   =   ∫ −b

a
dt)]t(s)t(v)t(r)t(u[  

       ∫ ++ b

a
dt)]t(r)t(v)t(s)t(u[i    ″ 

 
ขอสังเกต 

 ถา  U  และ V เปนฟงกชันที่หาอนุพันธไดในชวง a < t  < b และให  
   F(t)   =   U(t) + iV(t) 

แลว  F′(t)  =   U′(t) + iV(t) 

ดังน้ัน สมการ   ↑    สามารถเขียนไดในรูป 

 ∫
b

a
dt)t(f    =   F(b) - F(a)      ≥ 

โดยท่ี     F′(t)   =   f(t) 
 

ตัวอยาง 3 

 จงแสดงวา สมการ  °  เปนจริง 
วิธีทํา 
 เน่ืองจาก  
  (c + id) f(t)   =  (c + id)[u(t) + iv(t)] 
    =  cu(t)  –  du(t) + i[cv(t) + du(t)] 

เพราะฉะน้ัน  โดยสมการ  ←  จะได  

∫ +b

a
dt)t(f)idc(  =  ∫ ∫ ∫ ∫++−b

a

b

a

b

a

b

a
dt)t(uiddt)t(vicdt)t(vddt)t(uc  
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   = (c+id) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫ ∫+

b

a

b

a
dt)t(vi)t(u  

   =  (c+id) ∫
b

a
dt)t(f  

 
ตัวอยาง 4 

 จงหาคา   ∫
π

2

0
dt)itexp(  

วิธีทํา  ให    f(t)   =  exp(it) 

 จะพบวา  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

)itexp(i
1

dt
d    =  f(t) 

เพราะฉะน้ัน ถาเปรียบเทียบกับสมการ  ≥   จะพบวา  

    F(t)   =  i
1exp(it) 

     =  -iexp(it) 

ดังน้ัน   ∫
π

2

0
dt)itexp(  =  ∫

π
2

0
dt)t(f   =  F )0(F)2( −π  

     =  2
i

ie
π

− + ie0 
     =  i - 1 
 

แบบฝกหัด 2.1 
จงหาคาปริพันธจํากัดเขตตอไปน้ี 

1. ∫ −
1

0

2 dt)it3(  

2. ∫ +1

0

3 dt)i2t(  

3. ∫
π

2

0
dt)itcosh(  

4. ∫ +
2

0
dtit

t  
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5. ∫
π

4
0

dt)itexp(t  

6. ∫
π −2

0

intimt dtee   เม่ือ  m และ n เปนจํานวนเต็ม 

 
คําตอบ 

 

1. 2 - 3i 

2. - 4
23  - 6i 

3. 1 
4. 2 – arc tan 2 – i ln 5  

5. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π−+−+π 822

2i12
2

82  

6. 0  เม่ือ  m ≠ n และ  2π  เม่ือ  m = n  
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2.1.2 คอนทัวร  
เราสามารถเขียนสมการเสนโคงในรูปตัวแปรเสริมได เชน เสนโคงพาราโบลา      

y  =  x
2
  สามารถเขียนในรูปตัวแปรเสริมคือ  x  =  t ,  y  =  t

2
 เม่ือ -∞  < t  < ∞    

ถาให  t  อยูในชวง 0 ≤  t  ≤  2   ก็จะไดพาราโบลาที่เช่ือมตอระหวางจุด (0,0) และจุด 
(2,4) 

น่ันคือ สําหรับจุด (x,y) ใดๆ บนเสนโคง  C เราสามารถเขียนแทนในรูปฟงกชันคา
จริงสองฟงกชัน 

x  =  x(t)  ,  y  =  y(t)  ,   a ≤ t ≤ b     ← 
โดย x(t) และ y(t) เปนฟงกชันตอเนื่อง เรียก จุดบน C ท่ีสมนัยกับ t  =  a วา 

จุดเร่ิมตน และเรียกจุดบน C ท่ีสมนัยกับ  t  =  b วา  จุดส้ินสุด และเรียกสมการ ← วา
สมการในรูปตัวแปรเสริม 

สําหรับเสนโคงในระนาบ z  จุด  z  =  (x , y) บนเสนโคงสามารถเขียนแทนในรูป 

   z   =   (x(t) , y(t))  ,  a ≤ t ≤ b 

หรือ   z(t)  =   x(t) + iy(t)    ;   a ≤ t ≤ b     ↑ 
 

 
 

 
              เสนโคงเชิงเดี่ยว    เสนโคงปดเชิงเดี่ยว 
 

 
  เสนโคงเปดหลายเชิง    เสนโคงปดหลายเชิง 

z(a) 

z(b) z(t) 

z(a) = z(b) 

z(a) 

z(b) 

z(a) = z(b) 

• 
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เรียกเสนโคง  C  วา เสนโคงเชิงเดียว ถา z(t1)  ≠  z(t2)  เม่ือ t1 ≠  t2 
 เรียกเสนโคง  C  วา เสนโคงปด ถา z(b) = z(a) 

ถา x(t)  และ  y(t) หาอนุพันธได เม่ือ  a  ≤  t ≤  b  แลว ฟงกชันเชิงซอน z(t) 

ในสมการ ↑ จะหาอนุพันธไดดวย และ  

  z′(t)  =  x′(t)  + iy′(t)  ,  a  ≤  t  ≤  b    → 

เรียกเสนโคง C วา เสนโคงเรียบ  ถา z′(t)  ตาม →  เปนฟงกชันตอเนื่อง 
 

สําหรับเสนโคงเรียบใดๆ ให s(t) เปนฟงกชันความยาวเสนโคง จะพบวา                      

dt
ds   =   |z′(t)|    =   22 ))t(y()t(x( ′+′  

ให  L  เปนความยาวของเสนโคง C  ดังน้ัน  

 L   =    ∫ ′+′b

a
dt))t(y()t(x( 22    =   dt 

b

a
)t(z ∫ ′    ↓ 

 
เรียก เสนโคง  –C วามีทิศตรงขามกับเสนโคง C  

  
 

 
 เรียก เสนโคง C วา คอนทัวร ถา C ประกอบดวยเสนโคงเรียบ จํานวนจํากัด

เช่ือมตอกันโดยที่จุดส้ินสุดของ Ck ตอกับจุดเร่ิมตนของ Ck+1 
 

 

 C  =  C1 + C2 + C3 + C4 

z(a) 

z(b) 

z(t) 

C -C 
z (a) 

C1 

C2 
C3 

C4 

z(b) 



 

 

42  MA 217 

สําหรับคอนทัวรปด  C จะเรียกวา มีทิศทางเปนบวก ก็ตอเม่ือขณะเคลื่อนท่ีจุด
ภายในคอนทัวรจะอยูดานซายมือ น่ันคือ เคลื่อนท่ีในทิศทวนเข็มนาฬิกา ดังรูป 
 
 

 
ตอไปจะพิจารณาสมการเสนตรง และวงกลมในรูปตัวแปรเสริม 

สําหรับเสนตรง C ท่ีเช่ือมระหวางจุด a และ b ในรูป z(t)  =  x(t) + iy(t) ,a ≤ t ≤ b 

ใหจุดเร่ิมตน คือ  z0  =  x0 + iy0  และจุดปลาย  z1  =  x1 + iy1 
  
      
 
 
 
 

 จะไดสมการเสนตรงที่เช่ือมจุด z0 ไปยัง z1 คือ  

z(t)  =   x0 + (x1 - x0)t  + i[y0 + (y1 - y0)t]   ,   0  ≤  t  ≤ 1 
หรือ   

   z(t)  =   z0 + (z1 - z0)t    ,    0 ≤  t  ≤  1 
    

สําหรับวงกลมที่มีจุดศูนยกลาง z0  รัศมี R  จะไดสมการคือ  

 |z(t) - z0|  =  R 

    =  |Re
it
|             ,    0  ≤  t  ≤  2π 

   z(t) =  z0 + Re
it 

หรือ     z(t)   =   x0 + R cos t + i(y0 + R sin t) 

C 

-C 

y 

x 

C z1 
z(t) 

z0 

y 

x 

• 
z(t) 

R 
z0 

• 
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ตัวอยาง 1  

 จงเขียนเสนโคง C1 , C2 , C3  ซ่ึงกําหนดสมการดังน้ี 

C1  :  x   =   t         ,  y  =  t    ,  0  ≤t ≤ 1 

C2  :  x   =   2 - t   ,   y  =  1  , 1  ≤  t  ≤  2 

C3  :  x   =   0        ,  y  =  3 - t  , 2  ≤  t  ≤  3 
 

วิธีทํา 

 พิจารณา C1 จะพบวา y  =  x  และ 0 ≤ t ≤ 1 ทําให ไดวาเปนเสนตรงที่เช่ือมตอ
จุด     (0 , 0) และ (1 , 1) 

พิจารณา C2 เม่ือ t มีคาเปลี่ยนจาก 1 ไปยัง 2  จะไดสวนของเสนตรงซึ่ง 
จุดเร่ิมตนคือ (1 , 1) และจุดส้ินสุดคือ (0 , 1)   

พิจารณา C3  เม่ือ t มีคาเปลี่ยนจาก 2 ไปยัง 3 จะไดสวนของเสนตรงซึ่ง 
จุดเร่ิมตนคือ (0 , 1) และจุดส้ินสุดคือ (0 , 0)  

ซ่ึงมีทิศทางดังรูป และ C1 , C2 , C3  ตอกันเปนรูปสามเหลี่ยม น่ันคือ                           

C = C1 + C2 + C3  
 
 

 
       
 
 
 
 
 
 
 

y 

x (0,0) 

(0,1) (1,1) 

C1 

C2 

C3 
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ตัวอยาง 2 
 จงหาสมการในรูปตัวแปรเสริม ท่ีแทนคอนทัวร C  จาก –1  ถึง 3 + i  ดังรูป  
 

 

วิธีทํา คอนทัวร  C  =  C1 + C2 + C3 

 สูตรท่ีใชหาสมการเสนตรงที่เช่ือมตอจุด z0 และ z1  
คือ  z(t)   =  z0  +  (z1 - z0) t    ,  0 ≤ t ≤ 1 

พิจารณา C1 :  z1(t)   =  -1 + [1 + i - ( - 1)]t 

   =  (-1 + 2t) + it    ;  0  ≤  t ≤ 1 

 C2 :  z2(t) =  1 + i + [1 – 2i - (1+i)] t 

   =  1 + (1 - 3t)i      ;    0 ≤ t  ≤ 1 

C3  :   z3(t)  =  1 – 2i + [3 + i - (1 - 2i)] t 

   =  1 + 2t + (3t - 2)i  ,  0 ≤ t ≤ 1 
 
 
 
 
 
 

y 

x 

1+i 3+i 

1-2i -2i 

-1 

C1 C2 C3 
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แบบฝกหัด 2.12 
1. จงเขียนรูปเสนโคงตอไปน้ี 

1.1 z(t)  =  t
2
-1 + i(t + 4)  ,    1   ≤  t  ≤  3 

1.2 z(t)  = sin t + i cos 2t  ,  - 2
π   ≤  t  ≤  2

π  

1.3 z(t)  =  5 cos t – i3 sin t  ,   2
π    ≤   t   ≤  2π 

 

2. จงหาสมการตัวแปรเสริมของคอนทัวร C  =  C1 + C2  จากรูป ก. และคอนทัวร             

C  =  C1 + C2  + C3 จากรูป ข.  
 
 
 
 
 
 
 

รูป ก.     รูป ข.  
 

คําตอบ 
 

2. รูป ก. C1  :  z1(t)  =  2 cos t + i2 sin t ,   0 ≤ t ≤ 2
π   

  C2  :  z2(t)  =  -t + i(2 - t)  ,   0 ≤ t ≤ 2 

รูป ข.  C1  :  z1(t)  =  -2 + t + it  ,   0 ≤ t ≤ 2 

  C2  :  z2 (t)  =  t + 2i   ,   0 ≤ t ≤ 2 

 C3  :  z3(t)  =  2 + i(2 - t)  ,   0 ≤ t ≤ 2 
 
 

y y 

-2 2 -2 2 

C2 C1 

x 

2i C2 
C1 C3 

2+2i 2i 

x 
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2.1.3 ปริพันธตามคอนทัวร 
ปริพันธตามคอนทัวร นิยามโดยใชลิมิตของผลบวกรีมันน  ในรูป  

  ∫
C

dz)z(f     =    ∑
=

Δ
∞→

n

1k
kz)*

kz(f
n

lim     ← 

 
 
 
 
 
 

ซ่ึงนักศึกษาสามารถคนควาไดจากหนังสือข้ันสูง ในท่ีน้ีจะกลาวถึงวิธีหาปริพันธ
โดยใชความรูท่ีผานมา ดังน้ี 

เพราะวา   z′(t)     =    x′(t) + iy′(t)     ↑ 

ดังน้ัน    dz   =   z′(t)dt   =   [x′(t) + iy′(t)] dt    → 
ถาเราเขียน    dz   =  dx + idy   จะพบวา   

dx   =  x′(t)dt   และ  dy  =  y′(t)dt     ↓ 
 
บทนิยาม   ปริพันธตามคอนทัวร C ของฟงกชัน f(z) กําหนดโดย 

   ∫
C

dz)z(f   =   ∫ ′
b

a
dt)t(z))t(z(f     ° 

เน่ืองจาก  f(z)  =  u(x , y)  + iv(x , y)   ,   z  =  x(t) + iy(t) 

∴ ∫
C

dz)z(f    =  ∫ ′+′+
b

a
dt)yix)(ivu(  

=  ∫ ∫ ′+′+′−′
b

a

b

a
dt)yuxv(idt)yvxu(    ± 

หรือ  

z0 z1 

zk zk+1 

z1 
• 
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 ∫
C

dz)z(f  =  ∫ ∫ ++−
C C

udyvdxivdyudx     ″ 

 
 
ตัวอยาง 1 จงหาคา ∫

C
zdzexp  

 C  เปนเสนตรงที่เช่ือมตอจุด 0 และ 2 + 2
iπ  

วิธีทํา  

C  :  z(t)   = z0 + (z1 - z0) t   ,    0  ≤  t  ≤ 1 

  =   (2 + 2
iπ )t   ,   0  ≤  t   ≤ 1 

 dz   =   (2 + 2
iπ ) dt  

∴ f(z(t)) =   exp (2t + 2
iπ t) 

  =   e2t (cos t2
π + isin t2

π ) 

 x′(t) =   2  และ   y′(t)   =   2
π  

จากสมการ ± 

∴ ∫
C

zdzexp    =   ∫ ππ−π1

0

t2t2 dt]t2sine2t2cose2[  

           ∫ ππ+π+
1

0

t2t2 dt]t2cose2t2sine2[i  

เราหาคาปริพันธได โดยการหาปริพันธ ดวยวิธีการแยกสวน ซ่ึงจะได  

∫
C

zdzexp  =    e
2t
cos 2

π t + ie
2t
 sin 2

π t 
1t

0t

=

=
 

 =   e
2
cos 2

π  + ie
2
sin 2

π -1 

 =  -1 + ie
2
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ขอสังเกต 
 เราอาจจะหาสมการตัวแปรเสริมของ  C   ไดอีก ลักษณะคือ พิจารณาเสนตรงที่

เช่ือมจุด (0 , 0) และ (2 , 2
π ) ซ่ึงเราหาสมการเสนตรงนี้ไดจากสูตร  1yy −  =  m(x - x1) 

ซ่ึงจะได  y  =  x2
2

π
  หรือ   y  =  x4

π   เปนการสะดวกท่ีจะให   x  =  t  ทําให            

y  =  t4
π   ,   0 ≤ t ≤ 2  ฉะน้ันสมการตัวแปรเสริมคือ  

   z(t)   =   t  +  i t4
π   ,  0 ≤ t ≤ 2 

ตัวอยาง 2 จงหาคา ∫
1C
zdz   และ  ∫

2C
zdz   

เม่ือ C1 คือ สวนของเสนตรงจากจุด –1 - i ถึง 3 + i และ C2 คือ สวนของเสนโคงพาราโบลา    

x = y
2 + 2y จากจุด  -1 - i คือ  3 + i 

 
วิธีทํา  

 

 
 
 
 
 
 
 
พิจารณา C1  ซ่ึงเปนเสนตรงที่เช่ือมจุด (-1 , -1) และ (3 , 1) จะไดสมการคือ                            

y + 1 = )1x(13
11 ++
+  หรือ y  =  2

1x2
1 −   หรือ  x  =  2y + 1 ถาให y  =  t จะได           

x  =  2t + 1 ดังน้ันสมการตัวแปรเสริมของ C1  
 

  C1   :      z(t)   =  2t + 1 + it   ;   -1 ≤  t ≤ 1 

3+i i 

-i -1-i 
1 2 3 -1 

C1 

-1-i 
-i 

i 

-1 1 2 3 

C2 3+i 
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    dz      =  (2 + i) dt 
 
 
ดังน้ัน  

  ∫
1

C
dz)z(f    =  ∫ zdz   =  ∫ +++

−

1

1
dt)i2)(it1t2(  

    =  ∫ +++
−

1

1
dt)]1t4(i2t3[  

    =  ∫ ∫ +++
− −

1

1

1

1
dt)1t4(idt)2t3(  

    =  6
1 (3t+2)

2
+ 8

i (4t+1)
2
 

1

1−
 

    =  6
25 + 8

25 i - 6
1 - 8

9 i 

    =  4+2i 
 
พิจารณา C2 ซ่ึงเปนเสนโคงพาราโบลา x = y2+2y เช่ือมจุด (-1,-1) และ (3,1) ถาให y = t 
จะได x = t2+2t  

 ∴ C2 :        z(t)  =  t2 + 2t + it  , -1 ≤ t ≤ 1 
   dz  =  (2t + 2 + i)dt 
ดังน้ัน  
 ∫

2C
dz)z(f   =  ∫

2C
zdz   =  ∫ ++++

−

1

1

2 dt)i2t2)(itt2t(  

    =  ∫ ++++
−

1

1

223 dt)]t4t3(i)t3t6t2[(  

    =  ∫ ∫ ++++
− −

1

1

1

1

223 dt)t4t3(idt)t3t6t2(  

    =  2
1 t

4 
+ 2t

3 
+ 2

3 t
2 

+ i(t
3 

+ 2t
2
) 

1

1−
 

    =  4 + 2i 
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ตัวอยาง 3 จงหาคา  ∫

1C
dzz    และ ∫

2C
dzz  

เม่ือ C1 คือ เสนรอบวงรูปคร่ึงวงกลมจาก (-1,0) ถา (1,0) และ C2 คือ คอนทวัรท่ีเกิดจาก

เสนตรงที่เช่ือมจุด (-1,0) → (-1,1) → (1,1) → (1,0) 
 
วิธีทํา 
 

  
พิจารณา C1  สมการตัวแปรเสริม คือ  

 C1  :    z(t)    =   -cos t  + sin t   ,   0  ≤  t  ≤  π 
           )t(z    =   -cos t – isin t 
            dz      =   (sin t  +  icos t) dt 

∫
1C

dzz  =  ∫ +−−
π

0
dt)tcosit)(sintsinitcos(  

 =  ∫ +−π
0

22 dt)tcost(sini  

 =  ∫−
π

0
dti   =   -it

π

0
  =  -πi 

 
พิจารณา C2 ซ่ึงประกอบดวย เสนตรงสามเสน ทําให เราเขียนสมการตัวแปรรวมดังน้ี 
 z1(t)  =  -1 + it  ,  dz1  =  idt   ,   f(z1(t))  =  -1 - it   

C1 

-1 1 

-1+i 

-1 1 

1+i C2 
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 z2(t)  =  -1 + 2t + i  ,  dz2 = 2dt ,  f(z2(t))  = -1 + 2t - i  
 z3(t)  =   1 + i(1 - t)   ,  dz3  =  -idt   ,  f(z3(t))  =  1 - i(1 - t) 

ซ่ึงทุกเสนตรง  0  ≤ t ≤ 1  ดังน้ัน  

∫
2C

dz)z(f    =  ∫ ∫ ∫++1

0

1

0

1

0
332211 dz))t(z(fdz))t(z(fdz))t(z(f  

 ∫
2C

dzz    = ∫ ∫ ∫ −−−+−+−+−−1

0

1

0

1

0
i)dtt)](i(1[1i)2dt2t1(it)idt1(  

   =  ∫ −+−+−+−++−
1

0
dt)]1ti()i2t42()ti[(  

   =  ∫ −−
1

0
dt)i43t6(  

   =  ∫ ∫−−
1

0

1

0
dti4dt)1t2(3  

   =  3(t
2 - t) - 4it

1

0
  =  -4i 

 
สมบัติของปริพันธตามคอนทัวร 

1. ∫
−C

dz)z(f   =  - ∫
C

dz)z(f  

2. ∫ +
C

dz)]z(g)z(f[  =  ∫+∫
C

dz)z(g
C

dz)z(f  

3. ∫ +
C

dz)z(f)idc(  =  (c+id) ∫
C

dz)z(f  

4. ∫
+ 2C1C

dz)z(f   =  ∫+∫
2C1C

dz)z(fdz)z(f  

5. ∫
C

dz)z(f   มีคาไมเปลี่ยนแปลงไมวาคอนทัวร  C  จะใชสมการตัวแปรเสริมใดก็

ตาม 

6. ∫
b

a
dt)t(f  ≤  ∫

b

a
dt)t(f  
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สําหรับขอ 2 , 3 และ 4  เราจะเห็นไดงายวาเปนจริง 

1. ให  C  :  z(t)   =  x(t) + iy(t)   ,    a ≤ t  ≤ b 

เน่ืองจาก ∫
C

dz)z(f    =   ∫ ′b

a
dt)t(z))t(z(f  

ฉะน้ัน ∫
−C

dz)z(f    =   ∫ ′a

b
dt)t(z))t(z(f  

  =   ∫ ′−
b

a
dt)t(z))t(z(f  

  =  ∫−
C

dz)z(f  

5. สมมติวาคอนทัวร C เขียนในรูปตัวแปรเสริมสองแบบ คือ  

C  :   z1(t)    =    x1(t)  +  iy1(t)  a ≤ t ≤ b 

C  :   z2( τ)  =   x2(τ) + iy2(τ)  α ≤ τ ≤ β 

โดยท่ีฟงกชัน  φ  หาอนุพันธได กําหนดโดย 

τ =  φ(t)  α  =  φ(a)  β  =  φ(b)   
และ 

φ′(t)  > 0    สําหรับ   a  <  t  <  b 
ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องบนคอนทัวร C  แลว 

∫ ′b

a
11 dt)t(z))t(z(f    =   ∫ ττ′τ

β

α
d)(z))(z(f 22  

 
6. เราเขียนคาของปริพันธในรูปแบบเชิงข้ัว 

reiθ   =   ∫
b

a
dt)t(f  

 ดังน้ัน   

  r    =   ∫ θ−b

a

i dt)t(fe  

 สวนจริงของสมการขางบนคือ  
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   r    =    ∫ θ−b

a

i dt))t(feRe(  

แตเราทราบวา Re(e-iθf(t)) ≤ |e-iθf(t)| ≤ |f(t)|  
ฉะน้ัน   

  r    =    ∫ θ−b

a

i dt))t(feRe(   ≤  ∫
b

a
dt)t(f  

แตเน่ืองจาก        r   =   ∫
b

a
dt)t(f  

ฉะน้ันจึงไดสมบัติตามขอ 6 
 
ทฤษฎีบท ถา f(z)  =  u(x , y)  +  iv (x , y) เปนฟงกชันตอเน่ืองบนคอนทัวร C แลว  

    ∫
C

dz)z(f    ≤  ML 

เม่ือ L เปนความยาวของคอนทัวร C และ M เปนขอบเขตบนของ |f(z)| บน C 
 
พิสูจน 

 ∫
C

dz)z(f    =  ∫ ′
b

a
dt)t(z))t(z(f  

≤ ∫ ′b

a
dt)t(z ))t(z(f  

≤ ∫ ′b

a
dt)t(zM  

≤ dt∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛b

a dt
dy

dt
dxM

22

  =  ML  
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ตัวอยาง 4    จงแสดงวา  

1) ∫ +
C

dz)iyx( 22   ≤  2   โดยที่  C  คือ สวนของเสนตรงที่เช่ือมตอระหวางจุด –i    

ไปยัง i  

2) ∫
C

dz
z
1  2  ≤ 2   โดยท่ี  C  คือ สวนของเสนตรงที่เช่ือมตอจากจุด –1+i  ไปยัง

จุด 1+i  
 

วิธีทํา    

1) พิจารณา  | f(z) |   =  | x2 + iy
2| 

      ≤ |x2| + |iy2|  =  |x2| + |y2| 
สมการเสนตรงที่เช่ือมระหวางจุด –i และ i  คือ  z  =  iy   ,   -1  ≤  y  ≤  1 

เพราะฉะน้ัน ตามเสนตรงจะพบวา |x2| + |y2| ≤ 1 

น่ันคือ  |f(z)|  ≤ 1 = M  

ตอไปพิจารณา   L  =  ∫ ′
C

dt)t(z   =  ∫
C

dt  i  

       =  ∫
−

1

1
dt   =  2 

 
น่ันคือ  

   ∫ +
C

dz)iyx( 22   ≤  ML  =  2 

 
2) สมการเสนตรงที่เช่ือมระหวางจุด –1 + i  และ 1 + i  คือ  

z  =  x + i     -1 ≤ x ≤  1 

i 

-i 
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ดังน้ัน    1   ≤   |z| ≤ 2  
 

  2
1  ≤   2z

1  ≤  1 

น่ันคือ  |f(z)|  =   2z
1   ≤ 1 =  M  

ในท่ีน้ีความยาวของคอนทัวร  L มีคาเทากับ 2 
เพราะฉะน้ัน  

  ∫
C

dz
z
1 2   ≤  ML  =  2 

 
 

แบบฝกหัด  2.1.3 
1. จงหาคาของ ∫

C
ydz   จาก  -i ถึง  i   ตามคอนทัวรตอไปน้ี 

1) C  :  รูปหลายเหลี่ยมที่มีจุดยอด –i , -1 - i , -1 , i 

2) C  :  รูปครึ่งวงกลมดานซายของ |z| = 1 ทิศทางบวก  

2. จงหาคาของ ∫
+

+

i42

i1

2dzz    ตามคอนทัวร  

1) พาราโบลา  x  =  t  ,  y  =  t
2
  

2) เสนตรงเช่ือมระหวางจุด 1 + i และ  2 + 4i 
3) เสนตรงจากจุด 1 + i ถึง 2 + i  และเสนตรงจากจุด 2 + i ถึง 2 + 4i 

3. จงหาคาของ ∫ +−
C

dz)2zz( 2   โดยท่ี C คือ คร่ึงวงกลม ดานบนของ |z | = 1           

ทิศทางบวก  
 
 
4. จงแสดงวา 

-1 1 

i 



 

 

56  MA 217 

1) ∫ +
C

dz)iyx( 22   ≤  π  โดยท่ี C คือ คร่ึงวงกลมดานขวาของ |z| = 1 และ      

Re z ≥ 0 

2) 
52

1  
C

dz
1z

1  2 ≤∫ +
  โดยท่ี  C  คือ  เสนตรงเชื่อมระหวางจุด 2 และ 2 + 

i 
คําตอบ 

1. 1)  2
3   2)   2

π  

2. 1)  - i63
86 −    

2)  - i63
86 −  

3)  - i63
86 −  

3. - 3
14     
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2.1.4 ทฤษฎีบทปริพันธของโคชี 
 จากตัวอยาง 2  ในหัวขอ 2.1.3 จะพบวา  

 ∫
1C

dz)z(f   =   ∫
2C

dz)z(f        ← 

แตจากตัวอยาง 3  จะพบวาไมเปนจริง  ในหัวขอน้ีเราจะพิจารณาวา เม่ือไรสมการ 

← จึงจะเปนจริงแตกอนท่ีจะกลาวถึงเร่ืองดังกลาว ขอทบทวนทฤษฎีบทของกรีน 
(Green’s Theorem) เพ่ือนําไปใชในโอกาสตอไป  
 

ทฤษฎีบทของกรีน   
ให  C เปนคอนทัวรปดเชิงเดียวมีทิศทางบวก และให R เปนโดเมนที่มีขอบเขตใน

คอนทัวร C ถา P(x,y) และ Q(x,y) เปนฟงกชันตอเนื่องซ่ึง Px , Py , Qx และ Qy เปน
ฟงกชันตอเน่ืองใน R แลว  

∫ +
C

dy)y,x(Qdx)y,x(P   =  dxdy)]y,x(yP)y,x(
R

xQ[ −∫∫   

พิสูจน   

                                                                                                                                                                 

 ให  R   เปนบริเวณที่มีขอบเขตโดยคอนทัวร  C  =  C1 + C2 โดย 

  C1  :  y   =   g1(x)   a ≤ x ≤ b 

 และ   C2  :  y   =   g2(x)   a ≤ x ≤ b 

พิจารณาปริพันธสองชั้น  

 ∫∫
R

dxdy)y,x(yP     =   dx dy)y,x(yP  
b

a

)x(2g

)x(1g
∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫  

y 

x 

A 
B 

a b 

R 
C2 

C1 
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    =  dx
)x(gy

)x(gy
)y,x(P 

2

1

b

a

=

=
∫ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  

    =  ∫−∫
b

a
1

b

a
2 dx))x(g,x(Pdx))x(g,x(P  

    =  ∫−∫−
a

b
2

b

a
1 dx))x(g,x(P dx))x(g,x(P  

    =  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
∫ ∫+−
1 2C C

dx)y,x(Pdx)y,x(P  

    =  ∫−
C

dx)y,x(P      ↑ 

ในทํานองเดียวกัน ใหคอนทัวร  C  = C1 + C2 
 
 
 
 
 
 
 
 

โดยท่ี   C1  :  x  =  h1(y)  c  ≤  y  ≤  d 

แลว  C2  :  x  =  h2(y)  c  ≤  y  ≤  d 

∫∫
R

dxdy)y,x(xQ   =    ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫

d
c

dydx)y,x(xQ  
)y(2h

)y(1h
 

   =  ∫ −d
c dy y)],Q(hy),Q(h 12[  

   =  ∫ ∫+
c

d

d

c
dy)y,h(Qdy)y,h(Q 21  

C2 C1 

 

d 

c 
 

R 
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   =  ∫
C

dy)y,x(Q      → 

 

จากสมการ ↑ และ → จะได  
]dy)y,x(Qdx)y,x(P

C
[ +∫   =  ∫∫ −

R
dxdy)]y,x(yP)y,x(xQ[  

 

ทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท (Cauchy-Goursat Theorem) 
 ให f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R  
 ถา C  เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว ซ่ึงอยูใน R แลว  
   ∫

C
dz)z(f   =  0 

พิสูจน   
 เน่ืองจาก  ∫

C
dz)z(f   =  ∫ ++

C
)idydx)(ivu(  

    =  ∫ ∫ ++−
C C

)udyvdx(i)vdyudx(  

 ใชทฤษฎีบทของกรีนกับสวนจริง ของสมการขางบน 
โดย  P  =  u  และ  Q = -v  จะได  
  ∫ −

C
)vdyudx(   =  ∫∫ −−

R
dxdy)yuxv(  

ทํานองเดียวกัน สําหรับสวนจินตภาพ 
  ∫ +

C
)udyvdx(   =  ∫∫ −

R
dxdy)yvxu(  

แต f(z) เปนฟงกชันวิเคราะห ฉะน้ันสมการโคชี-รีมันน เปนจริง (ux = vy และ uy = -vx)        
น่ันคือ 
  ∫ −

C
)vdyudx(   =  0 
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  ∫ +
C

)udyvdx(   =  0 

เพราะฉะน้ัน   ∫
C

dz)z(f   =  0 

หมายเหตุ  สําหรับคอนทัวรปด C ใดๆ เราอาจจะเขียน ∫
C

dz)z(f  แทน ∫
C

dz)z(f                                  

ตัวอยาง 1 

เน่ืองจากฟงกชัน  exp z , cos z , zn  เม่ือ n ∈ I+  เปนฟงกชันเอนไทร  ถาให C 
เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว ใดๆ จะพบวา 
  ∫

C
dz exp   =   0                     

  ∫
C

dz zcos   =  0 

  ∫
C

dz zn  =  0 

 
บทแทรก  ถา f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R แลว  
  ∫

1C
dz)z(f   =  ∫

2C
dz)z(f  

เม่ือ C1 และ C2 เปนคอนทัวรใดๆ ใน R ท่ีเช่ือมจุด z1 ไปยังจุด z2 
 

 

 

 

พิสูจน   

z1 

z2 

C1 
• 

• 
R 
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พิจารณาคอนทัวร C1 และ C2 ท่ีเช่ือมจากจุด z1 ไปยัง z2 ซ่ึงอยูในบริเวณ R  ดัง
รูป  เราสามารถประกอบคอนทัวร C1 และ C2 ใหเปนคอนทัวรปด C1  -  C2 ได  
จากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะได  
  ∫

− 21 CC
dz)z(f      =    0 

แต    ∫
− 21 CC

dz)z(f    =   ∫+∫
− 21 C

dz)z(f
C

dz)z(f  

    =    ∫−∫
21 C

dz)z(f
C

dz)z(f  

ดังน้ัน  ∫
1C

dz)z(f   =   ∫
2C

dz)z(f  

 
บทแทรก  ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R ถา z0 เปนจุดท่ี
ตรึงในบริเวณดังกลาว และถา C เปนคอนทัวรท่ีเช่ือมจากจุดเร่ิมตน z0 ไปยังจุด z แลว 
 

   F(z)  =  ∫ ξξ
C

d)(f   =   ∫ ξξz

0
z

d)(f  

เปนฟงกชันวิเคราะหและ F′(z) = f(z) 
(เราเรียก F(z)  วา ปฏิยานุพันธของ f(z) ) 
 
พิสูจน  เราตองแสดงวา 

C2 
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   z
)z(F)zz(Flim

0z Δ
−Δ+

→Δ
    =    f(z) 

น่ันคือ  จะตองแสดงวา สําหรับจํานวนจริง ε > 0 จะมี  δ > 0 ซ่ึง ถา |Δ z| < δ แลว  
 

  f(z)
z

F(z)z)F(z −−+
Δ
Δ   <  ε 

 
จากนิยามของ F(z) จะได  

F(z+Δz) - F(z)   =  ∫ Δ+ ∫ ξξ−ξξzz
z

z
z d)(fd)(f

0 0
 

    =  ∫ Δ+ ξξzz
z d)(f  

z
)z(F)zz(F

Δ
−Δ+  =  ∫ Δ+ ξξΔ

zz
z d)(f

z
1  

   =  ∫ Δ+ ξ+−ξΔ
zz

z d)]z(f)z(f)(f[
z

1  

   =  

∫ Δ+ ∫ Δ+ ξΔ+ξ−ξΔ
zz

z

zz

z
d)z(f

z

1
d)]z(f)(f[

z

1  

   =  ∫ Δ+ ∫ Δ+ ξΔ+ξ−ξΔ
zz

z

zz

z
d

z

)z(f
d)]z(f)(f[

z

1  

   =  ∫ Δ+ +ξ−ξΔ
zz

z
)z(fd)]z(f)(f[

z

1  

ดังน้ัน  

 
z

)z(F)zz(F
Δ

−Δ+ - f(z)  =  ∫ Δ+ ξ−ξΔ
zz

z d)]z(f)(f[
z

1  

แต f(ξ) เปนฟงกชันวิเคราะห บน R จึงมีความตอเน่ืองทุกๆ จุด ใน R น่ันคือ สําหรับ       

ξ > 0 จะมี δ > 0 ซ่ึง  

 |f(ξ) - f(z)|  <  ε   เม่ือ  |ξ - z|  < δ 
จากสมการขางตน  

 )z(f
z

)z(F)zz(F −Δ
−Δ+    =  ∫ Δ+ ξ−ξΔ

zz
z d)]z(f)(f[

z
1  



 

 

MA 217   63 

     ≤  ∫ Δ+ ξ−ξΔ
zz

z d)z(f)(f
z

1      

     ≤  
z

1
Δ ε|Δz|  = ε 

 
บทแทรก ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R และจุด z0 
และ z1 อยูใน R แลว  

  ∫ 1z

0z
dz)z(f    =  F(z1) - F(z0) 

เม่ือ F เปนปฏิยานุพันธของ f  

พิสูจน    เน่ืองจาก F(z)  เปนปฏิยานุพันธของ f (น่ันคือ  F′(z)  =  f(z)  ) 

  ให  G(z)   เปนอีกปฏิยานุพันธของ f (น่ันคือ  G′(z)  =  f(z) )  
พิจารณาผลตางของ F และ G  
   ให  H(z)   =   G(z) - F(z) 

จะได  H′(z)  =  G′(z)  =  F′(z)  =  0 
ถา    H(z)   =   u(x , y) + iv(x , y) 

แลว  ux + ivx =   0 

และ vy - iuy  =  0 

ทําให ux , vx , vy , uy  เปนศูนย  
น่ันคือ  u  และ v  เปนคาคงตัวคาจริง 
เพราะฉะน้ัน  H(z)  =  K  คาคงตัว 
และ G(z)  =  F(z) + K 

ฉะน้ัน  G(z1) - G(z0)  =  F(z1) - F(z0) 
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ตัวอยาง 2    จงหาคา  ∫ +−
C

)dzzsinzzez( 2     เม่ือ C  เปนวงกลม  |z| = a 

วิธีทํา   เน่ืองจาก  

 ∫ +−
C

dz)zzsinez( 2z   =  ∫ ∫ ∫+−
C C C

dzzdzzsinedzz 2z  

เน่ืองจาก e
z
sin z

2 เปนฟงกชันวิเคราะห  ดังน้ัน  

   ∫
C

dzzsine 2z    =    0 

พิจารณา ปริพันธ ∫
C

dz z  

เน่ืองจาก  C : |z|  =  a 
ดังน้ัน  ∫

C
dzz     =   ∫

C
dza   = 0 

พิจารณาปริพันธท่ีสาม 

  z  =  ae
it  ,  dz  =  aie

it
 dt  

  z   =  ae
-it
  

 ∫
C

dzz   =  ∫ −π2

0
dtitaieitae  

  =  ∫
π2

0

2 dtia   =  2πa
2
i 

∴ ∫ +−
C

dz)zzsinez( 2z   =   2πa
2
I 

 

ตัวอยาง 3 จงหาคาของ ∫
π

6

0

zsin dzzecos   

วิธีทํา เน่ืองจาก   e
sin z

    เปนปฏิยานุพันธของ cos z e
sin z
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ดังน้ัน  

  ∫
π

6

0

zsin dzzecos    =  
6zsin

0
e

π

 

     =  0sin6sin ee −
π

 

     =  1e 2
1
−  

 

ตัวอยาง 4 จงหาคาของ ∫
+

−

i1

i1

2dzz   

วิธีทํา เน่ืองจากปฏิยานุพันธของ z2 คือ 3
z3

  ดังน้ัน  

 ∫
+

−

i1

i1

2dzz   =   
i1

i1

3

3
z +

−
 

   =  3
1 (1 + i)

3 
- 3

1 (1 - i)
3
 

   =  3
1 (-2 + 2i) - 3

1 (-2 - 2i)  =  i3
4  

 
แบบฝกหัด 2.1.4 

จงหาคาปริพันธจํากัดเขตตอไปน้ี 

1. ∫
π

2
i

2
zdzexp    2. ∫ ++ −i1

i

22 dz)zz(  

3. ∫ +i

1
dzz

z1    4. ∫
−π i2

0
dz2

zsin  

5. ∫
π+
π−−

i2

2
i1

zdzexpz   6. dz
zz
1z2 

i2

2 2∫ −
−+

 

 
 

คําตอบ 

1. i - e
2
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2. - 2
i

6
7 +  

3. –1 + i ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +π

2
2  

4. 2 - i2 sin h1 

5. )e
2e(iee2

22 +π−−π  

6. ln 10 - ln 2 + i tan
-1

3  =  ln 2
5 + i tan

-1
3 

=  ln 2
5 + i ( 4

π + tan
-1

2
1 ) 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.1.5 ทฤษฎีบทแผนวงแหวนเชิงเดียว 

 ทฤษฎีบท  ให   C1 และ C2 เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว ท่ีมีทิศเดียวกัน โดยท่ี C2 
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อยูภายใน C1 ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณ R ซ่ึงมี C1 และ C2 เปนขอบ ดังรูป
แลว  
   ∫

1C
dz)z(f     =   ∫

2C
dz)z(f  

 

 
 

พิสูจน   

สรางคอนทัวร  P1 และ P2 เช่ือมระหวางคอนทัวร C1 และ C2 ดังรูป ทําให               

C1 = C11 + C12 และ C2 = C21 + C22 และให P1 มีทิศจาก C1 ไปยัง C2 และ P2 มีทิศ
จาก C2  ไปยัง C1  
 จะพิจารณาพบวา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณท่ีประกอบดวยคอนทัวรปด 

C11 + P1  - C21 + P2 และบริเวณที่ประกอบดวยคอนทัวรปด C-22  - P1 + C12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C1 
C2 

C11 

C21 

C22 

C12 

P1 P2 
R 
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ดังน้ัน จากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะได  
 ∫

+−+ 2P21C1P11C

dz)z(f    =   0  และ  ∫
−+−− 2P12C1P22C

dz)z(f =   0  

 
น่ันคือ  
 

∫
+−+ 2P21C1P11C

dz)z(f + ∫
−+−− 2P12C1P22C

dz)z(f      =     0 

∫ ∫ ∫ ∫ ++++
−11C 1P 21C 2P

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f  

∫ ∫ ∫++∫++
− −−22C 12C 2P1P

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f      =     0 

 

∫ ∫ ∫ ∫−−+
11C 12C 21C 22C

dz)z(fdz)z(fdz)z(fdz)z(f        =     0 

∫
+ 12C11C

dz)z(f      =   ∫
+ 22C21C

dz)z(f  

   ∫
1C

dz)z(f       =    ∫
2C

dz)z(f  

ทฤษฎีบทแผนวงแหวนหลายเชิง 

 ให  C , C1 , C2 ,…Cn  เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว และมีทิศทางเดียวกัน โดยท่ี                 

Ck (k = 1 , 2 , … , n) อยูภายใน C และจุดภายใน Ck ไมอยูใน Cj สําหรับ k ≠ j         

ถา  f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณ R ท่ีมี C และ Ck เปนขอบดังรูป   แลว  

 ∫
C

dz)z(f   =  ∑ ∫
=

n

1k
kC

dz)z(f  

 
 
 



 

 

MA 217   69 

 
 

ตัวอยาง 1 จงหาคาของ ∫
C

z
dz    โดยท่ี C เปนคอนทัวรปดเชิงเดียว 

วิธีทํา ฟงกชัน f(z) = z
1   เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีทุกๆ จุด ยกเวน z = 0  ดังน้ัน ถา       

z = 0 อยูภายนอกคอนทัวร  C จากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะไดวา ∫
C

z
dz  = 0 

แตถา z = 0 อยูภายในคอนทัวรปด C เราสามารถสรางคอนทัวรปดเชิงเดียว K  ใหเปน  
วงกลมจุดศูนยกลางท่ี z = 0 รัศมี r และอยูภายในคอนทัวร C ดังรูป 
 

 

ฉะน้ันฟงกชัน f(z) =  z
1   เปนฟงกชันวิเคราะหบนบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียวท่ีมี C และ K 

เปนขอบ  ทําให  

∫
C

z
dz    =   ∫

K
z
dz  

พิจารณา   K  :   z  =  re
it
  ,  0  ≤ t ≤ 2π 

C 
C1 C2 

 
Cn 

 

C 

K 

r 
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r 

  dz  =  ire
it
dt  

 ∫
K

z
dz   =  ∫

π2

0
it

it
dt

re
ire   =  ∫

π2

0
idt   =  2πi 

ดังน้ัน    ∫
C

z
dz     =     

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=π

=

C  อยูภายนอก   0z   ถา    i2  

C    อยูภายใน   0z   ถา       0  
 

 

ตัวอยาง 2 จงหาคา  ∫
−C 2

iz
dz    โดยท่ี C เปนคอนทัวรปด ตามรูป 

 

 
วิธีทํา เน่ืองจากคอนทัวร C ประกอบดวยเสนตรงหาเสน เราสามารถหาคาปริพันธตาม
เสนตรงเหลาน้ีได แตในท่ีน้ีเราสามารถใชทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท ไดโดยสรางคอนทัวร

ปด K ซ่ึงเปนวงกลมจุดศูนยกลางท่ี 2
i  รัศมีเล็กพอท่ีทําให K อยูภายในคอนทัวร C 

ดังน้ัน  

    ∫
−C 2

iz
dz     =    ∫

−K 2
iz

dz    

 

K     :   z   =  2
i  +  re

it   ,    0 ≤ t ≤ 2π 

 dz    =   ire
it
π2
dt    

2

i  

-2+2i 

C 

2i 

-2 
-i 

3 

K 
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∴ ∫
−K 2

iz
dz   =  ∫

π2

0 it

it
dt

re
ire   =  ∫

π2

0
idt   =  2πi 

 

ตัวอยาง 3 จงหาคา ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−
C

dzi2z
3

1z
4   โดย C เปนวงกลม |z| = 4 มีทิศ

ทางบวก  
 
วิธีทํา  
 
 
 
 
 
 
เน่ืองจากปริพัทธ ไมเปนฟงกชันวิเคราะห z = 1  และ z = 2i 

สรางคอนทัวร C1 และ C2 โดยท่ี  

 C1   :   z = 1+e
it   ,   0  ≤  t  ≤  2π 

 C2   :   z = 2i+e
it  ,    0  ≤  t   ≤  2π 

 
เพราะฉะน้ัน  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−
C

dzi2z
3

1z
4   =   dz i2z

3
1z

4

1C
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+− + dz i2z
3

1z
4

2C
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−  

     =   ∫ ∫ ∫ ∫ −+−+−+−
1C 1C 2C 2C

i2z
dz31z

dz4i2z
dz31z

dz4   

เชนเดียวกับตัวอยางท่ีแลว  ∫ −
1C

1z
dz  =  2πi  และ ∫ −

2C
i2z

dz   =   2πi 

C 
C2 

C1 
1 

2i • 

• 
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สําหรับปริพันธท่ีสองและปริพันธท่ีสามโดยใชทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท จะมีคาเปนศูนย    
น่ันคือ  

   ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−
C

dzi2z
3

1z
4    =   14πi 

 

ตัวอยาง 4 จงหาคา ∫ +C
dz

1z
i2 2  

 เม่ือ  C  :   |z - 1| = 5  ทิศทางบวก 
 
วิธีทํา โดยการแยกเศษสวนยอย 

  
1z

i2
2 +

   =    iz
1

iz
1

+−−  

 สรางคอนทัวร  C1 และ C2 โดยท่ี  

  C1  :  |z - i|     =   2
1  

  C2  :  |z + 1|   =   2
1  

∫ +C
dz

1z
i2

2    =   ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−−
C

dziz
1

1z
1  

   =  ∫ ∫ ∫ ∫ +−−++−−
1C 1C 2C 2C

iz
dz

iz
dz

iz
dz

iz
dz  

   =   2πi – 0 + 0 - 2πi 
   =   0 
 
 

แบบฝกหัด 2.1.5 
จงหาคาปริพันธของฟงกชันตอไปน้ี ตามคอนทัวรที่กําหนดในทิศทางบวก  

1. f(z)  =  
2z

dz
2 +

 ,   |z| = 2     
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2. f(z)  =  
2z

z2
2 +

 ,   |z - i| = 1     

3. f(z)  =  (z
2 

- z)
-1

 ,  |z - 1| = 2     

4. f(z)  =  (2z - 1)(z
2 

- z)
-1

 ,  |z|  =  2    

5. f(z)  =  (4z
2 

+ 4z - 3)
-1

   ,   |z|   = 1    
 
คําตอบ 

1. 4πi 

2. 2πi 
3. 0 

4. 4πi 

5. 4
iπ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
2.1.6   สูตรปริพันธของโคชี 
จากหัวขอท่ีแลวจะพบวาทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท ชวยใหเราหาคาปริพันธของ

ฟงกชันตัวแปรเชิงซอนไดงายข้ึน แตในหัวขอน้ี สูตรปริพันธของโคชีจะเปนเคร่ืองมือท่ี
สําคัญสําหรับการหาคาปริพันธตามคอนทัวรปดไดอยางมีประสิทธิภาพมากยิ่งข้ึน  
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ทฤษฎีบท  

 ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณภายในและบนคอนทัวรปดเชิงเดียว C ซ่ึง

มีทิศทางบวก ถา z0  เปนจุดท่ีอยูภายใน C แลว  

   f(z0)    =    ∫ −π
C

dzzz
)z(f

i2
1

0
 

พิสูจน   

 

 สรางคอนทัวร  K  รอบจุด z0  ใหเล็กพอท่ีจะทําให K อยูภายใน C ดังรูป ฉะน้ัน 

0zz
)z(f

−  เปนฟงกชันวิเคราะห  

 ในบริเวณที่มี C และ K เปนขอบจากทฤษฎีบทโคชี-เกอรซาท  

∫ −
C

dzzz
)z(f

0
   =    ∫ −

K
dzzz

)z(f
0

 

  =   dz
K

zz
)z(f)z(f)z(f

0

00∫ −
+−

 

  =  ∫ −+∫ −
−

K
dzzz

)z(f
dz

K
zz

)z(f)z(f

0

0

0

0                              ← 

พิจารณาปริพันธที่สองทางขวามือของสมการ ← 

  ∫ −
k

dzzz
)z(f

0

0    =   f(z0) ∫ −
k

zz
dz

0
  =  f(z0) • 2πi 

 

C 
K 

z0 
• 
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พิจารณาปริพันธแรกทางขวามือของสมการ ← 

เน่ืองจาก f เปนฟงกชันตอเน่ือง ฉะน้ัน สําหรับ ε > 0  จะมี  δ > 0 ซ่ึง  

  |f(z) - f(z0)|  <  ε    เม่ือไรก็ตามที่  |z - z0| < δ  

สมมติวาเราเลือกรัศมีของ K คือ r  < δ  (โดยท่ี K ตองอยูภายใน C) และเราทราบวา  

∫ −
−

K
dzzz

)z(f)z(f

0

0      ≤   dz 
K

zz
)z(f)z(f

0

0∫ −
−

 

   =  ∫ ε

K
dzr  

   =  r2r πε   =   2πε 

น่ันคือมอดูลัสของปริพันธขางตน นอยกวาจํานวนบวก ε ใด ๆ แสดงวาคาของ
ปริพันธตองเปนศูนย  

ดังน้ัน   

 ∫ −
C

dzzz
)z(f

0
 =  f(z0)2πi 

  f(z0)  =  ∫ −π
C

dzzz
)z(f

i2
1

0
  

 
 
 

ตัวอยาง 1 จงหาคา ∫ −
C

dziz
zexp   โดย  C : |z| = 2 และมีทิศทางบวก  

วิธีทํา เน่ืองจาก f(z)  =  exp z  เปนฟงกชันเอนไทน และ z0 = i  อยูภายในคอนทัวร C 
ฉะน้ันจากสูตรปริพันธของโคชี  จะได  

  ∫ −
C

dziz
zexp    =   2πif(i) 
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    =   2πie
i 

 

ตัวอยาง 2 จงหาคา dz
C

2z
2z2z2

∫ −
−+   ,   C  :  |z| = 4 

วิธีทํา เน่ืองจาก f(z)  = z
2 

+ 2z - 2  เปนฟงกชันวิเคราะหและ z0 = 2 อยูภายในคอน
ทัวร  C ฉะน้ัน จากสูตรปริพันธของโคชี  จะได  

 ∫ −
−+

C
dz2z

2z2z2
 =   2πi f(2) 

    =  2πi[4 + 4 - 2] 

    =  12πi 
 

ตัวอยาง 3 จงหาคา ∫ −
+

C
dz

1z
1z

2

2
  ,   C : |z-1| = 3 

วิธีทํา ∫ −
+

C
dz

1z
1z

2

2
 =  dz 

C
1z

1
1z

z∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−++  

   =  ∫ ∫ −++
C

dz1z
)z(f

dz1z
)z(f 21  

 โดย  f1(z)   =  z   ,   f2(z)   =  1 

f1(z)  และ f2(z)  เปนฟงกชันวิเคราะห และ z0  =  ±1  อยูในคอนทัวร  C ฉะน้ันจากสูตร
ปริพันธของโคชี 

  ∫ −
+

C
dz

1z
1z

2

2
   =  2πif1(-1) + 2πif2(1) 

    =  -2πi + 2πi  =  0 
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ตัวอยาง 4 จงหาคา ∫ +
C

dz)1z(z
zexp   ,   C  :  |z-1| = 3 

วิธีทํา z0 = 0 และ z0 = 1  อยูภายในคอนทัวร  C  

  ∫ +
C

dz)1z(z
zexp    =  ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
C

dz1z
1

z
1ze  

    =   ∫
C

z
dzze  - ∫ +1z

dzze  

    =  2πi(e
0 

- e
-1

) 

    =  2πi ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − e

11  

 
ทฤษฎีบท ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหใน บริเวณภายในและบนคอนทัวรปด
เชิงเดียว C ซ่ึงมีทิศทางบวก ถา z0 เปนจุดท่ีอยูภายใน C แลว  

   f
(n)

(z0)   =   ∫ −π +
C

dz
)z(z

f(z)
i2

n!
1n

0

 

 สําหรับ   n  =  0 , 1 , 2 , … 
 
พิสูจน  เราสามารถพิสูจนไดโดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร 
 
 

ตัวอยาง 5 จงหาคา ∫ −
+−

C )1z(
2z3z5

3

2
   ,  C :  |z| = 2 

วิธีทํา  

ในท่ีน้ี  z0  =  1  อยูใน  C   และ n = 2 

 

พิจารณา  f(z)  =  5z
2 

- 3z + 2 
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  f′(z)   =  10z - 3 

  f″(z)   =  10 

  f″(1)  =  10 
ดังน้ัน   

  ∫ −C
dz

)1z(
)z(f

3   =  (1)f2!
i2 ′′π  

    =   10πi  
 

ตัวอยาง 6 จงหาคา  ∫ −C z)2z(
dz

32   ,   C  :  |z - 3| = 2 

วิธีทํา   ในท่ีน้ี  z0 = 2  อยูใน  C  

 f(z)  =  3z
1   เปนฟงกชันวิเคราะหใน C และ n = 1 

ดังน้ัน  

 ∫ −C z)2z(
dz

32    =   dz
)2z(

z
1

2

3

∫ −
   

    =    2πif′(2) 

    =  - 8
i3π   

 
 

ตัวอยาง  7 จงหาคา  ∫ −C z2)(z
dz

32    ,    C  :  |z - 1| = 2 

วิธีทํา สําหรับตัวอยางน้ี  เราไมสามารถหาฟงกชันวิเคราะหในคอนทัวร  C  ได  

ดังน้ันโดยใชแผนวงแหวนปดหลายเชิง สรางคอนทัวร  C1 และ C2  

  C1  :  |z| = r1  และ  C2 : |z - 2| = r2  

โดยท่ี C1 และ C2 อยูภายใน C  
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ดังน้ัน  

  ∫ −C z)2z(
dz

32   =   ∫ ∫ −
+

−
1 2

3232

C C z)2z(
dz

z)2z(
dz  

     =  ∫ ∫ −
+− −−

1 2

2

3

3

2

C C
dz

)2z(
zdz

z
)2z(  

     = ∫ ∫ −
+

1 2

2
2

3
1

C C
dz

)2z(

)z(f
dz

z

)z(f
 

โดย   f1(z)  = (z - 2)
-2

 ,  f2(z)  = z
-3

 

 )z(f1′   =  -2(z - 2)
-3

  ,  )z(f2′  =  -3z
-4

  

 )z(f1′′   =  6(z - 2)
-4

  , (2)f2′   =  -16
3  

 )0(f1′′   =  16
6  =  8

3  

น่ันคือ   

 ∫ −C z)2z(
dz

32   =  )2(f!1
i2)0(f!2

i2
21 ′π+′′π  

   =  πi ( 8
3 ) + 2πi(-16

3 ) 

   =  0 
แบบฝกหัด 2.1.6 

จงหาคาปริพันธตอไปน้ี 

1. ∫ −C
dz

)iz(
)zexp(

4

2

 ,  C  : |z| = 2 

2. ∫ +−
π

C
dz

2z5z2
)ziexp(

2  ,  C  : |z| = 1 

3. ∫ −+ −−

C
dz)1z()1z( 11  ,  C  : |z-1| = 1 
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4. ∫ −

C
zdzsinz 4  ,   C : |z| = 1 

5. ∫ − −−

C
zdzexp)16z(z 122  

 1)  C :  |z| = 1 

 2)  C :  |z-4| = 1 

6. ∫ + −

C
dz)1z( 12  

1) C : |z-i| = 1 

2) C : |z+i| = 1 
 

คําตอบ 

1. - e3
4π    2. 3

2π   3. πi 4. - 3
iπ  

5. 1)  - 8
iπ      2)  64

ie4π   6. 1)  π  2)   -π 

 
 
 
2.2  อนุกรมอนันต 

สมมติวาเรามีอนุกรมอนันตท่ีแตละพจนเปนจํานวนเชิงซอนในรูป  

 z1+z2+…+zn +…   =  ∑
∞

=1n
nz      ← 

พิจารณาผลบวกยอย s1 , s2 , …sn โดยท่ี  

 s1  =  z1 

 s2  =  z1 + z2 

 sn  =  z1 + z2 + … + zn  =  ∑
=

n
kz

1k
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อนุกรมอนันต  ←  ลูเขา ก็ตอเม่ือ มีจํานวนเชิงซอน S ซ่ึง  

 S =  nslim
n ∞→

  =  ∑
=∞→

n
kzlim

1kn
 

เรียกจํานวน S วาผลบวกของอนุกรม น่ันคือ 

 S  =  ∑
∞

=1n
nz  

ถาอนุกรมไมลูเขา เราเรียกวา ลูออก และอนุกรม ∑
∞

=1n
nz  จะเรียกวา ลูเขาอยาง

สมบูรณ  ก็ตอเม่ือ ∑
∞

=1n
nz   ลูเขา  

 
2.2.1 การลูเขาของอนุกรม 

ทฤษฎีบท ให zn = xn + iyn และ S = U + iV แลว  

  S = ∑
∞

=1n
nz   =   ∑ +

∞

=1n
nn )iyx(  

ก็ตอเม่ือ  

  U =  ∑
∞

=1n
nx   และ  V = ∑

∞

=1n
ny  

ทฤษฎีบท 

 ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
nz   ลูเขาแลว  nzlim

n ∞→
  =  0 

ตัวอยาง 1 จงพิจารณาวาอนุกรม  ∑ −+∞

=1n
2

n

n
)1(in1   ลูเขาหรือลูออก  

วิธีทํา เน่ืองจาก  ∑ −+∞

=1n
2

n

n
)1(in1  =   ∑ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+

∞

=1n

n

2 n
)1(i

n
1  

 โดยท่ี ∑
∞

=1n
2n
1   และ  ∑ −

n
)1( n
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เปนอนุกรมท่ีลูเขา ดังน้ันอนุกรม ∑ −+∞

=1n
2n

n)1(in1   ลูเขา  

 

ตัวอยาง 2 จงแสดงวาอนุกรม ∑ +−∞

=1n

n

n
i)1(   ลูออก 

วิธีทํา เน่ืองจาก  ∑ +−∞

=1n

n

n
i)1(   =   ∑ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−∞

=1n

n

n
1in

)1(  

และเราทราบวา ∑
∞

=1n
n
1   ลูออก ดังน้ันอนุกรม  ∑ +−∞

=1n

n

n
i)1(   ลูออก    

 

ตัวอยาง 3 จงแสดงวาอนุกรม ∑ +
∞

=1n

ni)(1   ลูออก  

วิธีทํา ในท่ีน้ี   zn = (1 + i)
n  

 และ nzlim
n ∞→

  =  n2lim
n ∞→

 =  ∞ 

ฉะน้ัน  0nzlim
n

≠
∞→

 

จากทฤษฎีบทขางตน ทําใหไดวาอนุกรมน้ีลูออก  
ทฤษฎีบท 

 ถาอนุกรม ∑
∞

=1n
nz  ลูเขา แลวอนุกรม ∑

∞

=1n
nz  ลูเขา  

 จากทฤษฎีบทขางตน ชวยใหเราตรวจสอบการลูเขาของอนุกรมเชิงซอนไดงายข้ึน 

เน่ืองจาก ∑
∞

=1n
nz  เปนอนุกรมของจํานวนจริงท่ีไมเปนลบ  ฉะน้ันเราสามารถใชการ

ทดสอบของอนุกรมจํานวนจริงได  
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ทฤษฎีบทการทดสอบดวยการเปรียบเทียบ 

 ให ∑
∞

=1n
nA  เปนอนุกรมของจํานวนจริงท่ีไมเปนลบ ซ่ึงลูเขา ถา |zn| ≤ An แลว 

อนุกรม ∑
∞

=1n
nz  ลูเขา  

ตัวอยาง 4 จงแสดงวา ∑ +∞

=1n
2n

n

n5
)i43(  ลูเขา 

วิธีทํา เน่ืองจาก |zn|  =  2n

n

n5
)i43( +  

   =  2n
1   =  An  

และ ∑
∞

=1n
2n
1    ลูเขา 

โดยการทดสอบเปรียบเทียบ ฉะน้ัน ∑ +∞

=1n
2n

n

n5
)i43(   ลูเขา  

 
ทฤษฎีบทการทดสอบดวยอัตราสวน 

 ถา ∑
∞

=0n
nz   เปนอนุกรมจํานวนเชิงซอน ซ่ึง  

n

1n

n z

z
lim +

∞→
  =  L   แลว  

อนุกรมจะลูเขา ถา L < 1 และอนุกรมจะลูออก ถา  L > 1 
 

ตัวอยาง 5 จงแสดงวา ∑ −∞

=0n

n

!n
)i1(   ลูเขา 

วิธีทํา ใชการทดสอบดวยอัตราสวน 
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n!

ni)(1

1)!(n
i)(1

lim

1n

n −

+
− +

∞→
 =   )!1n(

i1!nlim
n +

−
∞→

 

    =  1n
i1lim

n +
−

∞→
 

    =  1n
2lim

n +∞→
  =  0 =  L 

เน่ืองจาก L < 1  ดังน้ันอนุกรมน้ีลูเขา 

ตัวอยาง 6 จงแสดงวาอนุกรม ∑ −∞

=0n
nz

n)iz(   ลูเขาเม่ือ |z-i| < 2 

วิธีทํา โดยใชการทดสอบดวยอัตราสวน 

n

n

1n

1n

n

2
1)(z

2
1)(z

lim
−

−
+

+

∞→
  =  2

izlim
n

−
∞→

  =   2
iz −   =  L  

ซ่ึงอนุกรมลูเขาเม่ือ L < 1 

น่ันคือ  2
iz −   <  1 

 |z - i| < 2 

และอนุกรมลูออก เม่ือ  |z - i| > 2 
 
ทฤษฎีบทการทดสอบโดยราก  

 ถา ∑
∞

=0n
nz   เปนอนุกรมเชิงซอน ซ่ึง n nzlim

n ∞→
  =  L แลว  

อนุกรมจะลูเขา ถา L < 1   และลูออก ถา L > 1 
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ตัวอยาง   จงแสดงวาอนุกรม ∑ +
∞

=0n

n)i1(   ลูออก  

วิธีทํา โดยใชการทดสอบโดยราก  

 n nzlim
n ∞→

    =  n ni1lim
n

+
∞→

 

    =    n n

n
)2(lim

∞→
  =  2   =  L  

เน่ืองจาก  L > 1  ดังน้ันอนุกรมลูออก  
 
 
 
 
 
 
 
 

แบบฝกหัด 2.2.1 
 

1. จงใชการทดสอบดวยอัตราสวนทดสอบการลูเขาของอนุกรมตอไปน้ี 

1.1  ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞

=0n

n

2
i1      1.2  ∑ +∞

=1n
n

n

2n
)i1(  

1.3  ∑ +∞

=1n

n

!n
)i1(    1.4  ∑ +

+∞

=1n

n2

)!1n2(
)i1(  

 
 
2. จงใชการทดสอบดวยอัตราสวนหาบริเวณท่ีอนุกรมลูเขา 

2.1  ∑ +
∞

=1n

nzn)i1(    2.2  ∑
+

∞

=1n
n

n

)i43(
z  
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2.3 ∑
+
−∞

=1n
n

n

)i43(
)1z(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2.2 อนุกรมเทเลอร 
นิยาม อนุกรมท่ีอยูในรูป 

 ∑ −
∞

=0n

n
0n )zz(a   =  a0+a1(z - z0) + a2(z - z0)

2
+…    ← 

เรียกวา อนุกรมกําลัง เม่ือ  z  เปนจํานวนเชิงซอน  คาคงตัวเชิงซอน a0 , a1 , … 

เรียกสัมประสิทธิ์ของอนุกรม และคาคงตัวเชิงซอน z0 เรียกวา จุดศูนยกลางของอนุกรม 

นอกจากน้ีเรายังเรียกอนุกรมน้ีวา อนุกรมกําลังรอบจุด z0  
 จากอนุกรม ← จะพบวาอนุกรมลูเขาเม่ือ z = z0 บริเวณท่ีอนุกรมลูเขาคือ เซต
ของจุด z ซ่ึงอนุกรมลูเขาและสามารถพิสูจนไดวา อนุกรมกําลังลูเขาในบริเวณ              

|z - z0| < R และลูออกในบริเวณ |z - z0| > R  เรียก R วา รัศมีของการลูเขา  
 
ตัวอยาง 1 จงหารัศมีการลูเขาของอนุกรมกําลังตอไปน้ี 
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1.1 ∑ +−∞

=0n

n

!n
)i1z(  

1.2 ∑ −
∞

=0n

nn )iz(n  

1.3 ∑ +
−∞

=0n

nn

1n
z)2(  

 

วิธีทํา 1.1  ใชการทดสอบดวยอัตราสวน สําหรับ z  ≠ 1 - i 

n

1n

n z

z
lim +

∞→
  =  

1)!(ni)1(z
n!i)1(zlim n

1n

n ++−
+− +

∞→
  =  )1n(

)i1z(lim
n +

+−
∞→

  =  0  = L  

 

เน่ืองจาก  L < 1  ดังน้ัน อนุกรมลูเขาทุกคา z น่ันคือ รัศมีการลูเขา คือ R = ∞ 
 
 
 
1.2  ใชการทดสอบดวยราก 

n nzlim
n ∞→

    =   
n

1

n

n)iz(nnlim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∞→
 

   =  iznlim
n

−
∞→

  =  ∞ =  L  

แต L > 1 ดังน้ันอนุกรมลูออกทุก z ≠ i 
 
1.3  ใชการทดสอบดวยอัตราสวน 

 
n

1n

n z

z
lim +

∞→
    =  

)2n(z2
)1n(z2lim nn

1n1n

n +
+++

∞→
 

    =  2n
1nz2lim

n +
+

∞→
  =  2|z|  =  L  
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ซ่ึงจะลูเขาเม่ือ  L  =  2|z| < 1 

หรือ |z| < 2
1  

น่ันคือ รัศมีการลูเขา R = 2
1  

 

ทฤษฎีบท    สําหรับอนุกรมกําลัง ∑ −
∞

=0n

n
n )0zz(a  

1) ถา 
1n

n

n a

a
lim

+∞→
  =  R   

2) ถา 
n

1

n
n a

1lim
∞→

  = R     แลว รัศมีการลูเขาคือ R  

 
 
บทนิยาม   
 ถา  f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุด z0 แลว อนุกรม  

f(z0) + f′(z0)(z - z0)  + 2!
)z)(z(zf 2

00 −′′
 +… 

=  n)z(zn!
)(zf

0
0n

0
(n)

−∑
∞

=
       ← 

 
เรียกวา อนุกรมเทเลอรของ f(z) รอบๆ จุด z0 และเม่ือ z0 = 0 เราจะเรียกวา 

อนุกรม  แมคลอริน  
 

ทฤษฎีบท   
 ถาฟงกชัน f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในวงกลม C0 ซ่ึงมีจุดศูนยกลางท่ี z0 รัศมี r0 

แลวอนุกรมเทเลอร ← จะลูเขา f(z) เม่ือ |z  -z0| < r0 น่ันคือ  

 f(z)   =  n)zz(!n
)z(f

0
0n

0
)n(

−∑
∞

=
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พิสูจน   สรางวงกลม C1 จุดศูนยกลางท่ี z0 รัศมี r1< r0 โดยท่ี z อยูภายใน C1 ให ξ เปน
จุดใดๆ บน C1  
 ดังน้ัน จากสูตรปริพันธของโคชี 

f(z)    =    ∫ ξ−ξ
ξ

π
1C

d
)z(

)(f
i2

1      ↑ 

 

 

และ  f(n)(z)  =   ξ∫ −ξ
ξ

π + d
C )z(

)(f
i2

!n

1

1n  

พิจารณา   
z

1
−ξ     =   

)zz()z(
1

00 −−−ξ  

   =  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−ξ
−−

−ξ
0

00

z

zz
1

1

)z(

1  

จาก 1 + α + α2 + … + αn-1   =   α−
α−

1
1 n

    

     =  α−
α−α− 11

1 n
 

หรือ 1 + α + α2 + … + αn-1 + α−
α

1
n

 =  α−1
1  

ดังน้ัน  
z

1
−ξ   =   

z)()z(
)z(z

...
)z(
)z(z

)z(
zz

z
1

n
0

n
0

3
0

2
0

2
0

0

0 −−
−++

−
−+

−
−+− ξξξξξ  

• 
• 
• 

r0 
r1 

C1 

ξ 

z z0 

C0 
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แทนคาในสมการ ↑ 

f(z)  =  ξ∫ −ξ
ξ

π d
C

z
)(f

i2
1

1
0

   =  ∫ ξ
−ξ
ξ

∫ π
−

+ξ
−ξ
ξ

π
1

2
0

0
2

0 C
d

)z(
)(f

C
i2

)zz(
d

)z(
)(f

i2
1  

      ∫ +
−ξ

ξξ
π

−++
−

1

n
0

1n
0

C
nR

)z(
d)(f

i2
)zz(

...  

โดยท่ี Rn =  ∫ −ξ−ξ
ξξ

π
−

1

n
0

n
0

C )z()z(
d)(f

i2
)zz(

  

ใชสูตรปริพันธโคชี  จะได 

f(z)  =  f(z0) + !1
)z(f 0′
(z - z0)+ 2!

)(zf 0′′
(z - z0)

2+…+ )!1n(
)z(f 0

)1n(

−
−

(z - z0)
n-1 + Rn  

หรือ  

f(z)   =  nRk)zz(!k
)z(f

0

1n

0k

0
)k(

+−∑
−

=
    ∗ 

ให  |z - z0|  =  r  และ  |ξ - z0|  =  r1  และ  r1 > r 

∴ |ξ - z|  =  |(ξ - z0) – (z - z0)| 

≥ |ξ - z0| - |z - z0|  =  r1 - r 
ให |f(ξ)| ≤  M  บน C1 

ดังน้ัน |Rn|  ≤   ∫ −π
π

θ
2

0 1
n
1

n
d1r)rr(r

M
2
r    (  ∵   ξ  =  r1 e

iθ) 

   =  
n

r
r

rr
Mr

11

1 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−  

แต 
1r
r  < 1  ,  

n

r
rlim
1n
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∞→
  =  0 
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ดังน้ัน  |Rn|→0  เม่ือ n → ∞ 

น่ันคือ  Rn → 0  เม่ือ  n → ∞ 

จากสมการ  ∗  ใสลิมิต n → ∞ จะได  

f(z)  =  f(z0) + !1
)z(f 0′
(z - z0) + !2

)z(f 0′′
(z - z0)

2 + … + ∞ 

 
ขอสังเกต 

1. ฟงกชัน f(z) สามารถกระจายเปนอนุกรมกําลังรอบจุดท่ีเปนฟงกชันวิเคราะห 
2. รัศมีการลูเขาของอนุกรมเทเลอรรอบจุด z0 คือ ระยะหางท่ีส้ันที่สุดระหวางจุด z0 

และจุดเอกฐานของ f(z) 
 
ตัวอยาง 1 จงกระจายอนุกรมแมคลอรินสําหรับฟงกชันตอไปนี้ 
  1)  ez    2)  sin z 

  3)  zi
1
−     

 
วิธีทํา 1)    f(z) = ez 

 ∴   f(n)(z)  =  ez  ,   f(n) (0)  =  0 
จากอนุกรมเทเลอร 

 f(z)  =  ∑
∞

=0n

)n( nz!n
)0(f  

∴ ez  =  ∑
∞

=0n

nz!n
1   =   1 + !1

z  + !2
z2

 + … 

เน่ืองจาก ez  เปนฟงกชันเอนไทน  ดังน้ันรัศมีการลูเขาคือ ∞  

∴  ez =  1 + !1
z  +  !2

z2
 + …  |z| <∞  

2) f(z)  = sin z  , f(0) = 0 

 f′(z)  =  cos z  ,  f′(0) = 1 
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 f″(z)  =  -sin z , f″(0) = 0 

 f″′(z) = -cos z , f″′(0) = -1 
 f(2n)(z)  = (-1)nsin z , f(2n)(0) = 0 
 f(2n+1)  =  (-1)n cos z , f(2n+1)(0) = (-1)n 
จากอนุกรมเทเลอร  

 f(z)  = ∑
∞

=0n

)n( nz!n
)0(f  

 

∴ sin z  = ∑ +−
∞

=

+

0n

1n2

)!1n2(
zn)1(  

  =  z - !5
z

!3
z 53
+ - … |z|  < ∞ 

3) f(z)  =  z1
1
−   ,  f(0)  = 1 

  f′(z) = 2)z1(
1
−

  ,  f′(0) = 1 

  f″(z)  =  3)z1(
2
−

  ,  f″(0)  =  2! 

f″′(z)  =  4)z1(
32

−
•   ,  f″′(0)  =  3! 

∴ f(n) (z)  =  1n)z1(
!n
+−

  ,  f(n)(0) = n! 

จากอนุกรมเทเลอร 

∴  f(z)   =  ∑
∞

=0n

)n( nz!n
)0(f =  ∑

∞

=0n

nz  

 z1
1
−  =  ∑

∞

=0n

nz!n
!n  =  ∑

∞

=0n

nz  

  =  1 + z + z2 + … 

เน่ืองจาก z1
1
−   มี  z  =  1  เปนจุดเอกฐาน 

ฉะน้ัน รัศมีการลูเขาคือ  ระยะระหวาง  0 และ 1 ซ่ึงคือ 1 
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∴  z1
1
−   =  1 + z + z2 + …  |z| < 1 

อนุกรมเมคลอรินพ้ืนฐานที่ควรรูจักมีดังน้ี 

1. ez  =  ∑
∞

=0n

n

!n
z     |z| < ∞ 

2. sin z = ∑ +−
∞

=

+

0n

1n2

)!1n2(
zn)1(   |z| < ∞ 

3. cos z = ∑ −
∞

=0n

n2

)!n2(
zn)1(   |z| < ∞ 

 
 

4. sinh z = ∑ +
∞

=

+

0n

1n2

)!1n2(
z    |z| < ∞ 

5. cosh z =  ∑
∞

=0n

n2

)!n2(
z    |z| < ∞ 

6. z1
1
−   =   ∑

∞

=0n

nz    |z| < 1 

7. z1
1
+   =  ∑ −

∞

=0n

nzn)1(   |z| < 1 

การแทนคาชวยใหเราสามารถกระจายอนุกรมไดมีประสทธิภาพมากข้ึน ถา                     

f(z) = ∑
∞

=0n

n
nza   เปนอนุกรมท่ีลูเขาสําหรับ |z| < R และ g(z) เปนฟงกชันวิเคราะหใน     

|z| < R  แลว f(g(z)) =  ∑
∞

=0n

n
n )]z(g[a  จะเปนอนุกรมที่ลูเขาใน |g(z)| < R 

 
ตัวอยาง 2 จงกระจายอนุกรมของฟงกชันตอไปนี้ 

1) 
2ze   รอบจุด 0  2) ez รอบจุด z = a 

3) z42
1
−   รอบจุด 0  4) 

6zz
1

2 −−
 รอบจุด z = -1 
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วิธีทํา 1) เน่ืองจาก  ez = ∑
∞

=0n

n

!n
z    |z| < ∞ 

ดังน้ัน  
2ze    =  ∑

∞

=0n

n2

n!
)(z    |z| < ∞ 

  =  !n
z n2

 

2) เน่ืองจาก ez   =  ez-a+a = eaez-a 

=  ∑ −∞

=0n

n

!n
)az(ae    |z - a| < ∞ 

   

3) z42
1
−   =  )z21(2

1
−  

จาก  z1
1
−  = ∑

∞

=0n

nz    |z| < 1 

z21
1
−    =  ∑

∞

=0n

n)z2(  

  =  ∑
∞

=0n

nzn2    |z| < 2
1  

ดังน้ัน 

z42
1
−  =  ∑

∞

=

−

0n

n1n z2    |z| < 2
1  

4) 
6zz

1
2 −−

  =   2)3)(z(z
1
+−  

   =  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−− 2z
1

3z
1

5
1  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

++−−+ 11z
1

41z
1

5
1  
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   =  
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

++−+−− • )1z(1
1

4
)1z(1

1
4

1
5
1  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∑ +−−∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

∞

=

∞

= 0n

nn

0n

n

)1z()1(44
1z

20
1  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∑ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−∞

=

n

0n

n
n )1z()1(4

4
1

20
1  

   =  n

0n
n

1n

)1z(
4

)4(1
2
1 +∑ −+−∞

=

+
 

รัศมีการลูเขาคือ ระยะหางจาก  z  = -1 ไปยัง  z  =  -2   คือ  1 

แบบฝกหัด 2.2.2 
1. จงหารัศมีการลูเขาของอนุกรมตอไปน้ี 

1) n
n

0n
z1n2

3n∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
+∞

=
 

2) ∑ +−
∞

=0n

nn
1n2

z)1(  

3) ∑ −∞

=0n

n
n

!n
)iz(2  

4) ∑ −∞

=0n
n

n

2
)2iz4(  

5) ∑ ++
∞

=0n

n4 )6z()in(  

 
2. จงกระจายอนุกรมเทเลอรของฟงกชันตอไปน้ี โดยมีจุดศูนยกลางตามท่ีกําหนดให 

1) e2z  ,  z0 = 2i 

2) cos z  ,  z0 = - 2
π  

3) z3
1
−   ,  z0 = 2i 
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4) 
6zz

1
2 −−

  ,  z0 = 1 

5) 
4z5z

3z
2 +−

+   ,  z0 = 2 

6) 2z
z1

−
−   ,  z0 = 1 

 
คําตอบ 

1. 1) 2 2) 1 3) ∞ 4) 2
1  5) 1 

2. 1) ∑ +
∞

=0n

nni4 )i2z(!n
2e    |z - 2i| < ∞ 

 2) ∑ +
+

−
∞

=

+π

0n

1n2
2n

)!1n2(
)z(

)1(   |z + 2i| < ∞ 

 3) ∑
−
−∞

=
+

0n
1n

n

)i23(
)i2z(   ,   |z-2i| < 13  

4) ∑ ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

∞

=

∞

=0n 0n

3
n

n

3
1z)1(15

1
2

1z
10
1  , |z - 1| < 2 

5) ∑ −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
∞

=

+

0n
n

1n n)2z(
2
1

6
7)1(3

4  ,   |z - 2| < 1 

6) ∑ −
∞

=

+

0n

1n)1z(  ,   |z - 1| < 1 
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2.2.3  อนุกรมลอเรนต 

สมมติ f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณ 0 < |z| < r แตไมเปนฟงกชัน
วิเคราะหท่ี z = 0 แลว f(z)  ไมสามารถกระจายเปนอนุกรมแมคลอรินได เชน            
f(z) =   z-2sin z อยางไรก็ตามเราสามารถกระจายอนุกรมของ sin z ได จากน้ันนํา z2 มา
หารแตละพจน จะไดอนุกรมในรูป 

f(z) =  z-2sin z  = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+− ...!7

z
!5

z
!3

zz
z
1 753

2  

  =  ...!7
z

!5
z

!3
z

z
1 53

−+−    

ซ่ึงเรียกวา อนุกรมลอเรนต 
 

ทฤษฎีบท 

 ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในแผนวงแหวนปด r2 ≤ |z - z0| ≤ r1 แลว f(z) 
สามารถเขียนไดในรูปอนุกรมลอเรนต  

 f(z) = ∑ ∑
−

+−
∞

=

∞

=0n 1n
n

0

nn
0n )zz(

b
)zz(a  

โดยท่ี  
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 an = ∫ ξ
−ξ
ξ

π +

1

1n
0C

d
)z(
)(f

i2
1    n  =  0,1,2,3,… 

 bn = ∫ ξ
−ξ
ξ

π +−

2

1n
0C

d
)z(
)(f

i2
1   n  = 1 , 2 , 3 , … 

เม่ือ C1 : |z - z0| = r1   และ C2 : |z - z0|  = r2 มีทิศทางเปนบวก  

พิสูจน ให z เปนจุดใดๆ ท่ีตรึงและอยูในแผนวงแหวนปด r2 ≤ |z - z0| ≤  r1 ให  ξ  เปน
ตัวแปรในการหาปริพันธตาม C1 และ C2 สรางวงกลม C0 ลอมรอบจุด z และใหอยูภายใน
แผนวงแหวนเปด จากทฤษฎีบทแผนวงแหวนหลายเชิง 
 

∫ ξ−ξ
ξ

1C
d

z
)(f

     =   ∫ ξ−ξ
ξ+∫ ξ−ξ

ξ

02
C

d
z

)(f

C

d
z

)(f
  

 

แตจากสูตรอินทิกรัลโคชี  ∫ ξ−ξ
ξ

0C
d

z
)(f

   =   2πi f(z) 

 
 
ดังน้ัน 

 f(z)  =  ∫ ∫ ξ−ξ
ξ

π−ξ−ξ
ξ

π
1 2C C

d
z
)(f

i2
1d

z
)(f

i2
1      ← 

เชนเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบทเรื่องอนุกรมเทเลอร 

บน C1  |z - z0| < |ξ -  z0| ดังนั้น  

z
1
−ξ    =  

)zz()z(
1

00 −−−ξ  

C1 

• 

• 
C2 

C0 
z 

z0 • • ξ ξ 
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  =  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−ξ
−−−ξ

)0z(
)0zz(

1

1
)z(

1
0

 

  =  
)z()z(

)zz(
...

)z(

zz
z

1
n

0

n
0

2
0

0

0 −ξ−ξ
−

++
−ξ
−

+−ξ  

∴ I2    =  ∫ ∫ +ξ
−ξ
ξ

π
−

+ξ−ξ
ξ

π
1 1

2
0

0

0C C
...d

)z(
)(f

i2
zz

d
)z(

)(f
i2

1  

     ∫ +ξ
−ξ
ξ

π
−+

−

1

n
0

1n
0

C
nRd

)z(
)(f

i2
)zz(

 

  =  a0 + a1(z - z0) + … + an-1(z - z0)
n-1  + Rn  

 
 

โดย Rn  =  ∫ −ξ−ξ
ξξ

π
−

1

n
0

n
0

C )z()z(
d)(f

i2
)zz(

      ↑ 

บน C2 |ξ - z0| < |z - z0|  
-

z
1
−ξ     =   

)z()zz(
1

00 −ξ−−  

    

=  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−ξ−

−
0zz
0z

1

1
)zz(

1
0

 

   =   
)z()zz(

)z(
...

)zz(

z
zz

1
n

0

n
0

2
0

0

0 ξ−−
−ξ++

−
−ξ+−  
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I2  =   ∫ ∫ +ξξ
−
−ξ

π+ξ−
ξ

π
2 2

2
0

0

0C C
...d)(f

)zz(

)z(
i2

1dzz
)(f

i2
1  

       n

2

n
0

1n
0 Sd

C )zz(

)(f)z(
i2

1 +ξ∫ −
ξ−ξ

π+
−

  

   =  b1(z - z0)
-1 + b2(z - z0)

-2 + … + bn(z - z0)
-n + Sn  

โดย Sn = ∫ ξξ−
ξ−ξ

−π
1

n
0

n
0 C

d
z

)(f)z(

)zz(i2
1      → 

ถา |z - z0| = r  แลว  r2 < r  < r1  

Rn → 0  เม่ือ  n → ∞ 

ให  |f(ξ)| < M  บน  C2  

ดังน้ัน |Sn|   ≤ θ
π

∫ −π
d2rrr

nr

r2
1 2

0 2

n
2

n  (w = r2e
iθ) 

  =  
n

2

2

2
r
r

rr
Mr

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−  

∴ |Sn| → 0  เม่ือ n →∞ เน่ืองจาก r2< r 

Sn → 0 เม่ือ n → ∞ 
 

แทนคา Rn และ Sn จากสมการ ↑  และ  →  ในสมการ ← แลวใสลิมิต n →∞ จะได 

 f(z)  = ∑ ∑ −+−
∞

=

∞

=

−

0n 1n

n
0n

n
0n )zz(b)zz(a  

 
ขอสังเกต 

1. ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหใน C2 อนุกรมลอเรนต จะกลายเปนอนุกรม
เทเลอร เพราะวา bn = 0  ทุก n  
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2. สวนแรกของอนุกรมลอเรนต คือ ∑
∞

=
−

0n

n
0n )z(za  เรียกวา สวนวิเคราะห 

และสวนหลังคือ ∑ −
∞

=

−

1n

n
0n )zz(b  เรียกวา สวนหลัก 

 
ตัวอยาง 1  จงกระจายอนุกรมลอเรนตรอบจุด   z = 0  

1) z
1

e   ,  0 < |z|  2) z1
1
−  ,  1 < |z| 

 
วิธีทํา 1)  

  ∵   ez  =   ∑
∞

=0n

n

!n
z   |z|  < ∞  

ดังน้ัน สําหรับ z ≠ 0 

  z
1

e     =   ∑
∞

=0n
nz!n

1     0  < |z| 

   =  1 +∑
∞

=1n
nz!n

1  

   =  ...
z!3
1

z!2
1

z!1
11 32 ++++  

 

 2) เน่ืองจาก ∑
∞

=0n

nw   =   w1
1
−   ,  |w| < 1 

แต 1 < |z|  เราจึงไมสามารถกระจายอนุกรมโดยแทน w = z ได  

แตถาให  w =  z
1    จะสามารถใชได เพราะวา   |w|  =  

z
1   < 1 

z1
1
−   =   

)1z
1(z
1
−

  =  
z
11

1
z
1
−

−   =  ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∞

=0n

n

z
1

z
1  

   =  ∑ −∞

=
+

0n
1nz

1     1 < |z| 
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   =  ...
z
1

z
1

z
1

32 −−−−  1 < |z| 

 

ตัวอยาง 2 จงกระจายอนุกรมลอเรนตของ f(z) = )z1(z
1
−  ในบริเวณ 

 1) |z+1| < 1  2) 1<|z+1| < 2 

3) |z+1| > 2 
 

วิธีทํา โดยการแยกเศษสวนยอย 

 )z1(z
1
−    =  z

1  + z1
1
−  

1) f(z)   =  11z
1
−+ + 1)1z(1

1
++−  

=  )1z(1
1
+−

− + )1z(2
1
+−  

=  )1z(1
1
+−

− + 

2
)1z(1

1
2
1

+−
 

=  ∑ ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +++−

∞

=

∞

=0n 0n

n
n

2
1z

2
1)1z(  |z+1| < 1 

=  n

0n
1n )1z(

2
11 +∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

∞

=
+   |z+1| < 1 

 

2) เน่ืองจาก  1 < |z +1| < 2 

ดังน้ัน  
1z

1
+  < 1   และ  2

1z +
 < 1 

จาก f(z)   =  

2
)1z(1

1
2
1

11z
1

+−
+−+  

  =  
)2

1z(1
1

2
1

)1z
11)(1z(

1
+−

+
+−+
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  =  ∑ ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
++

∞

=

∞

=0n 0n

n

2
1z

2
1

n

1z
1

1z
1  

  =  ∑ ∑ ++
+

∞

=

∞

=
++

0n 0n
1n1n

n)1z(
2

1
)1z(

1  

 

3) จาก |z+1| > 2  ดังน้ัน 1z
2
+  <  1  และ 1z

1
+ < 2

1 < 1  

จาก f(z)   =  11z
1
−+ + 1)(z2

1
+−  

  =  
)1z

11)(1z(
1

+−+
+

)11z
2)(1z(

1
−++

 

  =  
)1z

11)(1z(
1

+−+
-

)1z
21)(1z(

1

+−+
 

  =  ∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
++−∑ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
++

∞

=

∞

= 0n

n

0n

n

1z
2

1z
1

1z
1

1z
1  

  =  ∑
+

−
∞

=
+

0n
1n)1z(

1)n21(  

 
 
แบบฝกหัด 2.2.3 

 
1. จงหาอนุกรมลอเรนตของฟงกชันตอไปนี้ในบริเวณท่ีกําหนด 

1) z1
1
−    ,  |z - i| > 2  

2) 2z
z1

−
−  ,  |z - 1|  >  1 

3) 3z
z1

−
−   ,  |z - 1| > 2 

 

2. จงกระจายอนุกรมโลรองตของ )2z)(z1(
1
−−   ในบริเวณ 
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1) 1 < |z|  < 2   2) |z| > 2 

3. จงกระจายอนุกรมของ f(z) = i)z(z
2i5z

+
+   ในแผนวงแหวน 1 < |z - i| < 2 

4. จงกระจายอนุกรมตอไปน้ีรอบจุด z = 0 

1) z
1ze −    2) z

zsin   

3) 2

2

z
1zcos −    4) 2z

)1z(ze +−  

 
 
 
คําตอบ 

1. 1) -∑
−
−∞

=

−

1n
n

1n

)iz(
)i1(   2) -∑

∞

= −1n
n1)(z

1  

 3) -∑
−

∞

=1n
n

n

)1z(
2  

 

2. 1) ∑∑
∞

=
+

∞

=
+ +

0n
1n

n

0n
1n 2

z 
z

1  2) n

1n
1n

n
z 

2
21 ∑

∞

=
+
−  

 

3. ∑ ∑
∞

=

∞

=
++
−−+

−
−

0n 0n
1n

nn

1n

nn

(2i)
i)(z1)(3

i)(z
i1)( 2  

 

4. 1) ∑
∞

=

−

1n

1n

!n
z    2) ∑

∞

= +
−

0n

2nn

1)!(2n
z1)(  

3) ∑ −∞

=

−

1n

2n4
n

z)!n2(
)1(   4) ∑

∞

=

−

2n

2n

n!
z  
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2.3 ทฤษฎีบทสวนตกคาง 

สูตรปริพันธโคชีท่ีไดเรียนมาชวยใหเราสามารถหาคาปริพันธตามคอนทัวรได
สะดวกขึ้น ในหัวขอน้ีจะไดศึกษาวิธีการท่ีสะดวกยิ่งข้ึนในการหาคาปริพันธดังกลาว 

 
2.3.1 การจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศ 
จุด z0 เปนจุดเอกฐานของ f(z) ก็ตอเม่ือ f(z) ไมเปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุด z0 แต

ทุกๆ ยานจุดของจุด z0 จะประกอบดวยอยางนอยหนึ่งจุด ซ่ึงทําให f(z) เปนฟงกชัน

วิเคราะห เชน f(z) = z1
1
−   เปนฟงกชันวิเคราะหทุกๆ จุด z ≠ 1 แตไมเปนฟงกชัน

วิเคราะห z0 = 1 ดังน้ัน z0 = 1 เปนจุดเอกฐาน 
g(z) = Log z  เราทราบวาเปนฟงกชันวิเคราะหทุกๆ จุด ยกเวนศูนยและแกน x ท่ี

เปนลบ ดังน้ันจุดศูนยและจุดท่ีอยูบนแกน x  ท่ีเปนลบ   จึงเปนจุดเอกฐาน 
 
บทนิยาม  

 จุด z0 เรียกวา จุดเอกฐานแบบเอกเทศของ f(z) ถามีบางยานจุดของ z0 ท่ีไมได
ประกอบดวยจุดเอกฐานจุดอื่นๆ  
 
ขอสังเกต 

 ถาฟงกชันประกอบดวยจุดเอกฐานเปนจํานวนจํากัดแลว จุดเอกฐานเหลาน้ันจะ
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เปนจุดเอกฐานเอกเทศ เชน  

f(z) = 2)1z(
1
−

 มี   z0 = 1  เปนจุดเอกฐานเอกเทศ   

s(z) =   
)1z(z

1z
2 +
+  มี   z0  =  0  ,   ± i  เปนจุดเอกฐานเอกเทศ  

 
 จากนิยาม  ถา z0 เปนจุดเอกฐานเอกเทศ เราสามารถกระจายอนุกรมลอเรนตของ 

f(z) ในบริเวณ 0 < |z-z0| < R 
 
 

   f(z)  = ∑ ∑ −+−
∞

=

∞

=

−

0n 1n

n
0n

n
0n )zz(b)zz(a  

 
เราจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศไดดังน้ี 
1. ถา ส.ป.ส. bn เปนศูนยท้ังหมด น่ันคือ อนุกรมลอเรนต ไมมีพจนท่ียกกําลังเปนลบ
แลว เราเรียก z0 วาเปนจุดเอกฐานท่ีขจัดได  
 

ตัวอยาง 1 f(z)  =  z
zsin   มี z0 = 0 เปนจุดเอกฐานเอกเทศ สามารถแทนดวยอนุกร

มลอเรนตไดดังน้ี 

 f(z) = z
zsin   =  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−+− ...!7

z
!5

z
!3

zzz
1 753

  

   =  1- ...!7
z

!5
z

!3
z 642

+−+   |z| > 0 

ซ่ึงไมมีพจนท่ียกกําลังเปนลบ ดังน้ัน z0 = 0  เปนจุดเอกฐานท่ีขจัดได  
 ถาเรานิยาม f(0) = 1 แลว f(z) จะเปนฟงกชันวิเคราะหท่ี z0  =   0 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =

→
=

→
1z

zsinlim)z(flim
0z0z

   

2. ถา ส.ป.ส. bn ไมเปนศูนยเปนจํานวนจํากัด แลวเราเรียก z0 วาเปนโพลอันดับ m 

น่ันคือ bm ≠ 0 แต bn = 0 สําหรับ n > m  
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ตัวอยาง 2 f(z)   = z-3sin z 

   =  ...!7
z

!5
z

!3
1

z
1 42

2 +−+−  

 f(z)  มีโพลอันดับ 2 ท่ี z0 = 0 
 
ตัวอยาง  3 f(z)   =  z-1expz 

   =  ...!3
z

!2
z1z

1 2
++++  

 f(z) มีโพลอันดับ 1 ท่ี z0 = 0 
3. ถา ส.ป.ส. bn มีจํานวนอนันต ท่ีไมเปนศูนย เราเรียกจุด z0 วาเปนจุดเอกฐาน

จําเปน 
 

ตัวอยาง 4 f(z) =  exp ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−1z
1  

   =  ...
)1z(

1
!3

1
)1z(

1
!2

1
1z

1
!1
11 32 +

−
+

−
+−+  

มีจุดเอกฐานจําเปนท่ี z0 = 1 
 
ตัวอยาง 5 จงจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศท่ีกําหนดให  

 1) 3)1z(

z2e
−

  ,  z0 = 1  2) 3z
zsinz −   ,  z0 = 0 

 3) )2z)(1z(
z
++  , z0 = -2 4) (z-3) sin 2z

1
+  , z0 = -2 

 

วิธีทํา 1)  3)1z(

z2e
−

   =  3

)11z(2

)1z(
e
−

+−
 

   =  )1z(2
3

2
e

)1z(
e −

−
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   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+−+−+

−
...!3

))1z(2(
!2

))1z(2()1z(21
)1z(

e
32

3

2
 

   =  ...)1z(e3
4

)1z(2
e2

)1z(
e2

)1z(
e 22

2

2

3

2
+−+−+

−
+

−
 

ดังน้ัน z0 = 1 เปนโพลอันดับ 3 
 

2) 3z
zsinz −  =  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+−− ...)!7

z
!5

z
!3

zz(z
z
1 753

3  

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+− ...)!7

z
!5

z
!3

z
z
1 753

3  

   =  ...!7
z

!5
z

!3
1 42

−+−  

ดังน้ัน z0 = 0 เปนจุดเอกฐานที่ขจัดได 

3) 2)1)(z(z
z
++   =   ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−+ 1z
112z

1  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−+−+ 12z
112z

1  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+−++ )2z(1
112z

1  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++++ ...})2z()2z(1{12z

1 2  

     =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++++

2)2z()2z(22z
1  

     =  2z
2
+  + 1 + (z+2) + … 

 ดังน้ัน z0 = -2  เปนโพลอันดับหน่ึง หรือโพลเชิงเดียว  

4) (z-3) sin 2z
1
+   =  (z+2-5) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

+
−+ ...

)2z(!5
1

)2z(!3
1

2z
1

53  
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     =  1- ...
)2z(!5

1
)2z(!3

5
)2z(!3

1
2z

5
432 −

+
+

+
+

+
−+  

ดังน้ัน  z0 = -2  เปนจุดเอกฐานจําเปน  
 
ขอสังเกต 

1. z0  เปนจุดเอกฐานที่ขจัดไดก็ตอเม่ือ  )z(flim
0zz→

 หาคาได                        

(หรือ 0)z(f)0zz(flim
0zz

=
→

− )   

2. z0  เปนโพลอันดับ m ก็ตอเม่ือ  )z(flim
0zz→

 = ∞                                  

(หรือ )0b)z(f)zz(lim m
m

0
0zz

≠=
→

−    

3. z0  จะเปนจุดเอกฐานจําเปน ถา z0 ไมใชจุดเอกฐานที่ขจัดได และไมใชโพล 
 
ตัวอยาง 6 f(z)  =  z-3sin z 
วิธีทํา ในท่ีน้ีจุดเอกฐานเอกเทศ คือ z0 = 0   

เน่ืองจาก zsinzzlim 2

0z

3−

→
•  =  z

zsinlim
0z→

  = 1  ≠ 0 

ดังน้ัน z0 = 0 เปนโพลอันดับสอง 
 
ตัวอยาง 7 f(z) = z-1 exp z  

 เน่ืองจาก zexp1zzlim
0z

−
•

→
  =  1 ≠ 0 

 ดังน้ัน  z0  =  0   เปนโพลเชิงเดียว 
 

ตัวอยาง 8 f(z) = exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
− 1z
1   

วิธีทํา ในท่ีน้ี z0 = 1 เปนจุดเอกฐานเอกเทศ 
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เน่ืองจาก  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

→ 1z
1exp)1z(lim

1z
 =  ∞  

และ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

→ 1z
1expm)1z(lim

1z
  =  ∞ 

ดังน้ัน   z0  =  1 เปนจุดเอกฐานจําเปน 
 
ตัวอยาง 9 จงจําแนกชนิดของจุดเอกฐานเอกเทศท่ีกําหนดให  

1) 3

z2

)1z(
e
−

  ,  z0 = 1  2) 3z
zsinz −  ,  z0 = 0 

3) )2z)(1z(
z
++  , z0 = -2 4) (z-3) sin 2z

1
+  , z0 = -2 

 
 

วิธีทํา 1) เน่ืองจาก 3

z23

1z )1z(
e)1z(lim
−

−
→

  =  e2 ≠ 0 

ดังน้ัน z0 = 1 เปนโพลอันดับสาม 

2) เน่ืองจาก 3
0z z

)zsinz(zlim −
→

  = 0 

อันดับ z0 = 0 เปนจุดเอกฐานที่ขจัดได 

3) เน่ืองจาก  )2z)(1z(
1)2z(lim

2z +++
−→

 = -1 ≠ 0 

ดังน้ัน z0 = -2 เปนโพลเชิงเดียว 

4) เน่ืองจาก 2z
1sin)3z)(2z(lim

2z +−+
−→

  หาคาไมได และ 

2z
1sin)3z(m)2z(lim

2z +−+
−→

 หาคาไมได ดังน้ัน z0 = -2 เปนจุดเอกฐาน     

จําเปน 
 

แบบฝกหัด 2.3.1 
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จงจําแนกชนิดจุดเอกฐานเอกเทศของฟงกชันที่กําหนดให 

1. z
1z2 +   2. cos z

1   3. 1z
)1zcos(ze

−
−−  

4. 2)2z)(1z(
1
−−

 5. π−+ z
3

z
2
2  6. 2z

1ze −  

 
คําตอบ 
1. z0 = 0  เปนโพลอันดับหน่ึง 
2. z0 = 0  เปนจุดเอกฐานจําเปน 
3. z0  = 1  เปนโพลเชิงเดียว 
4. z0  = 1 เปนโพลเชิงเดียว , z0  = 2  เปนโพลอันดับสอง  

5. z0  = 0  เปนโพลอันดับสอง , z0  = π  เปนโพลเชิงเดียว 
6. z0  = 0  เปนโพลเชิงเดียว 
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2.3.2  ทฤษฎีบทสวนตกคาง 
ถา z = z0  เปนจุดเอกฐานแบบเอกเทศของ f(z) แลว f(z) จะเปนฟงกชันวิเคราะห

ในบริเวณ 0 < |z-z0| < R และ  

f(z) =  ∑ ∑ −+−
∞

=

∞

=

−

0n 1n

n
0n

n
0n )zz(b)zz(a   

โดยท่ี bn = ∫ −π +−
C

dz
)zz(
)z(f

i2
1

1n
0

  เม่ือ C เปนคอนทัวรปดเชิงเดียวในบริเวณ

วงแหวน และมี z0 อยูภายใน  

ถา n = 1  ,  b1 =  ∫π
C

dz)z(fi2
1  

∫
C

dz)z(f  =  2πib1 

เราเรียก ส.ป.ส. b1  ของ 
0zz

1
−  วา สวนตกคาง ของ f(z)  ท่ี z0 เขียนแทนดวย       

Res (f  , z0) = b1  
 

ตัวอยาง 1 จงหาคา  ∫ −C
dz

)1z(

ze
2  

วิธีทํา เน่ืองจาก   

2)1z(

ze
−

 =  2

11z

)1z(
e
−

+−
  =  

1z

2
e

)1z(
e −

−
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      =  ∑ −
−

∞

=0n

n

2 !n
)1z(

)1z(
e  = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+−+ ...!2

)1z()1z(1
2

 

       =  ...!2
e

)1z(
e

)1z(
e

2 ++−+
−

 

ดังน้ัน b1 = e 

∫ −C
dz

)1z(

ze
2   =  2πie 

ทฤษฎีบท ให f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหท่ีจุดภายในและบนคอนทัวรปดเชิงเดียว C 
ซ่ึงมีทิศทางเปนบวก  ยกเวนจุด z1 , z2 , …, zn ซ่ึงเปนจุดเอกฐานเอกเทศเปนจํานวน
จํากัด แลว  

  ∫
C

dz)z(f    = 2πi∑
=

n

1n
)iz,f(sRe  

   =  2πi[Res (f , z1) + Res (f, z2) +…+Res(f , zn)] 
 
 
พิสูจน ใหทําเปนแบบฝกหัด 

การหาคาสวนตกคาง 
1. ถาจุด z0  เปนจุดเอกฐานท่ีขจัดได แลว Res (f, z0) = 0 
เนื่องจากอนุกรมลอเรนต มีแตพจนท่ีกําลังเปนบวก 
2. ถาจุด z0 เปนโพลเชิงเดียว แลว  

Res(f,z0)  =  )z(f)0zz(lim
0zz

−
→

 

 เน่ืองจากอนุกรมลอเรนตของ f(z) รอบจุด z0 คือ  

  f(z)  =  ∑ −+−
∞

=0n

n
0n

0

1 )zz(azz
b

 

 (z-z0)f(z) = b1 + (z - z0) ∑ −
∞

=0n

n
0n )zz(a  
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∴ )z(f)zz(lim 0
0zz

−
→

 = b1  =  Res(f , z0) 

 

3. ถาจุด z0 เปนโพลอันดับ m ( m > 1) แลว  

Res(f , z0) = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− −

−

→
)z(f)zz(

dz
dlim)!1m(

1 m
01m

1m

0zz
  

 
 
เน่ืองจาก  

 f(z)  =  m
0

m

)zz(

b

−
+ 1m

0

1m

)zz(

b
−

−

−
+…+ )zz(

b

0

1
− + ∑

∞

=
−

0n

n
0n )z(za  

 (z - z0)
mf(z) = bm + bm-1(z - z0) + … + b1(z - z0)

m-1+ ∑
∞

=

+−
0n

mn
0n )z(za  

หาอนุพันธ m-1  คร้ัง แลวใสลิมิต z → z0 

 )z(f)zz(
dz
dlim m

01m

1m

0zz
−−

−

→
 =  (m-1)! b1 + 0 + … 

b1 = ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −− −

−

→
)z(f)zz(

dz
d

)!1m(
1lim m

01m

1m

0zz
 

 

ตัวอยาง 2 จงหาสวนตกคางของ f(z) = 2

2

)2z)(1z(
z
+−

 

วิธีทํา เน่ืองจาก  2

2

1z )2z)(1z(
z)1z(lim
+−

−
→

  =  9
1  ≠ 0 

แสดงวา z0 = 1 เปนโพลเชิงเดียว 

เพราะฉะน้ัน   Res(f , 1)  =   2

2

1z )2z)(1z(
z)1z(lim
+−

−
→

 =  9
1  

เน่ืองจาก  2

22

2z )2z)(1z(
z)2z(lim
+−

+
−→

   =    3
4   ≠  0 
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แสดงวา z0 = -2 เปนโพลอันดับสอง 

เพราะฉะน้ัน  Res(f , -2)   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+−+ •
−→ )2z)(1z(

z)2z(dz
dlim!1

1 22

2z
 

    =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−−

−→ 2

2

2z )1z(
zz2)1z(lim  

    =  2

2

2z )1z(
z22lim

−
−

−→
 

    =  9
8  

ตัวอยาง 3 จงหาสวนตกคางของ f(z) =  
z2z2z

4z
23

2

++
+   

วิธีทํา พิจารณา  z3 + 2z2 + 2z   =  0 
  z(z2 + 2z + z)    =   0 

            z  = 0  ,   -1 ± i 

จะพบวา z0 = 0  , -1 ± i   เปนโพลเชิงเดียว 

Res(f , 0)  = )z(fzlim
0z

•
→

  =  
2z2z

4zlim 2

2

0z ++
+

→
 =  2 

Res(f , -1+i)   =  )z(f)]i1(z[lim
i1z

+−−
+−→

 

    =  )i1z(z
4zlim

2

i1z ++
+

+−→
 

    =  i1
i2

−−
−   =  2

1 (-1 + 3i) 

Res (f , -1-i)   =   )z(f)]i1(z[lim
i1z

−−−
−−→

  

    =  - 2
1 (1+3i) 

 

ตัวอยาง 4 จงหาคา ∫ ++
π+π

C
)2z)(1z(
zsinzcos 22

 ,  C :  |z| = 3 

วิธีทํา เน่ืองจาก z0 = -1 , -2 เปนโพลเชิงเดียว ท่ีมีอยู |z| = 3 
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Res(f, -1)  = )z(f)1z(lim
1z
+

−→
 

  =  2z
zsinzcoslim

22

1z +
π+π

−→
 

  =  -1 
Res (f,-2)  =  )z(f)2z(lim

2z
+

−→
 

  =  )1z(
zsinzcoslim

22

2z +
π+π

−→
 

  =  -1 
จากทฤษฎีบทสวนตกคาง 

∫
C

dz)z(f  =  2πi(-1-1) 

  =  -4πi 
 

ตัวอยาง 5 จงหาคา ∫ +C )9z(
dz

32  ,   C : |z - i| = 3 

วิธีทํา เน่ืองจากจุดเอกฐานเอกเทศคือ z0 = ± 3i 

แตเฉพาะ z0 = 3i  เทาน้ันท่ีมีอยูใน |z - i| = 3  และ z0 = 3i  เปนโพลอันดับสาม 

Res (f , 3i)   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

→
f(z)3i)(z

dz
dlim2!

1 3
2

2

3iz
 

  =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+→ 32

2

i3z )i3z(
1

dz
dlim!2

1  

  =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+→ 5
i3z )i3z(

12lim2
1  

  =  55 i6
6   =  i1296

1  

จากทฤษฎีบทสวนตกคาง 
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∫ +C )9z(
dz

32   =   2πi i1296
1  =  648

π  

 
แบบฝกหัด 2.3.2 
 
1. จงหาสวนตกคางของฟงกชันที่กําหนดใหท่ีจุดเอกฐานของฟงกชันน้ัน  

1) z
1e z2 −   2) 1z

1z2

−
+  3) 4

z22

z
e)z1( −  

4) )z)(1z)(2z(
1z2

π−+−
− 5) 3)1z(

)1zsin(
−
−  6) 24 zz

ze
−

 

2. จงหาคาปริพันธของฟงกชันตอไปน้ีตามคอนทัวรท่ีกําหนด 

1) 3

z2

)iz)(iz(
e)1z(
−+

+   ,   |z| = 2
1  

2) 
)iz)(1z(z

1
2 π+−

 ,  |z| = 2 

3) 
1z

z
4 −

  ,  |z| = 4 

4) 
zz2z

ze
23 +−

  ,  |z| = 2 

5) )1z)(1z(
1
+−   ,   |z| = 3 

 
คําตอบ 

 

1. 1) 0 2) 2 3) - 3
2  4) π−2

1 , 0 , 2
1

−π
−π  

5) 0 6) Res (f , 0)  = -1 , Res (f , -1) = - e2
1  ,                    

Res (f , 1)  = 2
e  
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2. 1) 0 2) )i1(
i2
π+π

−  3) 0 4) 2πi 5) 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3.3  ประยุกตใชทฤษฎีบทสวนตกคาง 
เราสามารถนําทฤษฎีบทสวนตกคางไปใชหาคาปริพันธจํากัดเขตของฟงกชันคา

จริงได โดยมีรูปแบบดังตอไปน้ี 

แบบที่ 1 ∫
π

θθθ
2

0
d)sin,(cosf   

 เม่ือ f เปนฟงกชันตรรกยะของ cos θ , sin θ 

โดยให z = eiθ   =  cos θ + i sin θ ,  0 ≤ θ ≤ 2π 

จะได   cos θ  = )z
1z(2

1 +  

 sin θ  =  )z
1z(i2

1 −  

 dz  =  ieiθdθ    dθ  =  iz
dz  

∫
π

θθθ
2

0
d)sin,(cosf   =    iz

dz

C
i2
zz,2

zzf
11

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ −−

 

C : วงกลมหน่ึงหนวยมีทิศทางเปนบวก และปริพัทธทางขวามือเปนฟงกชัน       
ตรรกยะของ z ซ่ึงสามารถหาคาปริพันธไดโดยใชทฤษฎีบทสวนตกคาง น่ันคือ 

∫
π

θθθ
2

0
d)sin,(cosf    =   ∑π

=

n

1k
)kz,f(sRei2  
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ตัวอยาง 1   จงหาคา ∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  

วิธีทํา ให z = eiθ  จะได  

 ∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  =   ∫ −+

−
C )i2

zz(35

iz
dz

  1  

    =  ∫ −+C 3iz10z3
dz2

2  

    =   ∫ ++
C

)i3z)(iz3(
dz2  

ซ่ึงปริพัทธมีโพลที่ –3i และ  - 3
i  

แต –3i  อยูภายนอกวงกลมหน่ึงหนวย ดังน้ี 

∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  =    2πiRes(f(z) , - 3

i ) 

  f(z)  =  
3iz10z3

2
2 −+

 

Res (f(z) , - 3
i )  =  

3iz10z3

)3
iz(

2lim 2
3

iz −+
+

−→
 

    =  i10z6
22lim

3
iz +−→

 (ใชหลักเกณฑโลปตาล) 

    =  i4
1  

น่ันคือ  

 ∫ +
π

θ
θ2

0 sin35
d  = 2πi • i4

1    =     2
π  

 

ตัวอยาง 2 จงหาคา  ∫ −
π

θθ
θ2

0

2
dcos45

sin  

วิธีทํา ให z  =  eiθ    จะได  
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 ∫ −
π

θ
θ2

0

2

cos45
sin  = iz

dz

C
2

1zz45

 

2

i2

1ZZ

∫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−

 

    =  - dz
C )2z)(1z2(z

1z2z
4
i

2

24

∫ −−
+−  

ซ่ึงปริพัทธมีโพลอันดับสองท่ี 0 , โพลเชิงเดียวท่ี z = 2
1   และ 2 แต 2  ไมอยูใน C  

∴ ∫ −
π

θ
θθ2

0

2

cos45
dsin   =  - )]

2

1
),z(f(sRe)0),z(f(s[Rei2

4

i +π•  

  f(z)   =  
)2z)(1z2(z

1z2z
2

24

−−
+−  

แต  Res (f(z) ,  0) =  )]z(fz[dz
dlim 2

0z→
 

   =  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
+−

→ )2z)(1z2(
1z2z

dz
dlim

24

0z
 

          =  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
−+−−−−−

→ 22

243

0z 2)(z1)(2z
5)1)(4z2z(z4z)2)(4z1)(z(2zlim  

   =  4
5  

Res (f(z) , 2
1 )  =  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

→
)z(f)2

1z(
z

lim2
1

2
1

 

   =  
)2z(2z
1z2z

z
lim2

1 24

2
1 −

+−
→

  =  - 4
3  

∫ −
π

θ
θθ2

0

2

cos45
dsin  =  ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π

4
3

4
5

2   =  4
π  
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แบบที่ 2 ∫
∞

∞−
dx)x(f  

- เม่ือ f(x)  เปนฟงกชันตรรกยะ ซ่ึงตัวสวนไมเปนศูนยสําหรับ x ท่ีเปนคาจริง 
- และ )x(xflim

x ±∞→
 = 0 (น่ันคือ ตัวสวนตองมีดีกรีสูงกวาตัวเศษอยางนอยท่ีสุด 2) 

โดยการกําหนด f(z) เปนฟงกชันตรรกยะรูปแบบเดียวกับ f(x) ฉะน้ัน f(z) จะมีโพล
เปนจํานวนจํากัด (z1 , z2 ,…,zn) อยูบนระนาบคร่ึงบน พิจารณา ∫

C
dz)z(f   โดย C = C1 + 

C2  

C1  :  คร่ึงบนวงกลม  |z| = R 

C2  :  -R ≤ x  ≤ R  ดังรูป 
 
 
 
 
 
 
 

 

ดังน้ัน  ∑π
=

n

1k
)kz),z(f(sRei2   =  ∫

C
dz)z(f  

 
=    ∫ ∫+

1C 2C

dz)z(fdz)z(f   

 

=   ∫ ∫+
−

1C

R

R
dx)x(fdz)z(f  

ให  R →∞  จะได 

-R • 0 R 

C1 

C2 

z1 z2 zn 

• 
• 
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∫
∞

∞−
dx)x(f   =   ∑ ∫−π

= ∞→

n

1k 1CR
dz)z(flim)kz),z(f(sRei2  

 
เราสามารถแสดงไดวาเทอมที่สองดานขวามือเปนศูนย 
เน่ืองจาก )z(zflim

z ∞→
 =  0 

 |zf(z) | < ε   เม่ือ |z| ≥ N 

 |f(z)|   < 
z
ε  

และ ∫
1C

dz)z(f  ≤ M • L 

  ≤ 
z
ε   • 2

R2π  

  < πε   (|z|  < R ) 

แสดงวา  ∫
∞→

1
R

C
dz)z(flim   =  0 

ฉะน้ัน  ∫
∞

∞−
dx)x(f  =   )kz),z(f(sRei2

n

1k
∑π
=

 

 

ตัวอยาง 3 จงหาคา  ∫ ++
∞

∞− )4x)(1x(
dxx

22

2
 

วิธีทํา กําหนดให  f(z)  =   
)4z)(1z(

z
22

2

++
 

ดังน้ัน  ∫ ++
∞

∞− )4x)(1x(
dxx

22

2
 =  ∫ ++C )4z)(1z(

dzz
22

2
  =  

)kz),z(f(sRei2
n

1k
∑π
=
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ในท่ีน้ี  f(z) =   
)4z)(1z(

z
22

2

++
 

มีโพลท่ี  ±i  และ ± 2i  แตเฉพาะ i และ 2i ท่ีอยูใน C  
พิจารณา Res(f(z) , i)   =   )z(f)iz(lim

iz
−

→
 

   =  
)4z)(iz(

zlim 2

2

iz ++→
 = 6

i  

และ Res(f(z) , 2i) =  )z(f)i2z(lim
i2z
−

→
 

   =  
2i)1)(z(z

zlim 2

2

iz ++→
 =  - 3

i  

ดังน้ัน ∫ ++
∞

∞− )4x)(1x(
dxx

22

2
  =  2πI )3

i
6
i( −  

    =  3
π  

 
 

แบบที่ 3   ∫
∞

∞−
dxe)x(f imx  , m > 0 

- เม่ือ f(x)  เปนฟงกชันตรรกยะซึ่งตัวสวนไมเปนศูนย สําหรับ x ท่ีเปนคาจริง 
- และ  )x(flim

x ∞→
  =  0    (ตัวสวนมีดีกรีสูงกวาตัวเศษ)  

 
ใชวิธีการเชนเดียวกับแบบท่ี 2 

เราสามารถแสดงไดวา บน  C : |z| = R 

∫
∞→

1

imz

R
C

dz)z(felim    =    0   (m > 0) 

จาก   )z(flim
z ∞→

  =  0 

 |f(z)|  <  ε  

ให  z    =  Reiθ  บนคร่ึงวงกลมรัศมี R  
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∴  ∫
1

imz

C
dz)z(fe   =   ∫

π

0

θii d)iRef(ReimRee θθ
iθ

 

แต  )sini(coseimR θθ+   =  θ− sinmRe  

และเราทราบวา   θ
θsin  ≥  π

2     เม่ือ  0 ≤ θ ≤ 2
π  

ทําให   θ− sinmRe  ≤  πθ− mR2
e  

ดังน้ัน   ∫
1C

dz)z(fimze    ≤   ∫ε
π θ− θ

0

sinmR Rde  

    

< 2εR θ∫
π

π
θ−

de2

0

mR2
 

=  2

0

mR2
em

π
π

θ−πε−  

=  m)mRe1(m
πε<−−πε  

น่ันคือ  ∫
∞→

1
R

C
dz)z(fimzelim    =  0 

 
หมายเหตุ 

 ∫
∞

∞−
mxdxcos)x(f  และ  ∫

∞

∞−
mxdxsin)x(f  

คือ สวนจริงและสวนจินตภาพของ ∫
∞

∞−
dxe)x(f imx  

 
 

ตัวอยาง 4 จงหาคา  ∫ +
∞

∞−
dx

1x
x2cos

2  
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วิธีทํา พิจารณา  ∫ +C
dz

1z
e
2

iz2
 

เน่ืองจาก  f(z)  =  
1z

e
2

iz2

+
  มีโพลเชิงเดียวท่ี z = ±i  แต –i  ไมอยูใน C   

Res (f(z) , i)   =  )z(f)iz(lim
iz
−

→
 

  =  )iz)(iz(
e)iz(lim

iz2

iz −+−
→

 

แสดงวา ∫ +C
dz

1z
e
2

iz2
  =   ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛π

−

i2
ei2

2
 =  πe-2 

หรือ ∫ +
∞

∞−
dx

1x
e
2

ix2
  =  πe-2 

หรือ  ∫ +
+∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dx

1x
x2sinidx

1x
x2cos

22   =   πe-2 
 

ดังน้ัน  ∫ +
∞

∞−
dx

1x
x2cos

2    =    πe-2 

แบบฝกหัด 2.3.3 
 
จงหาคาปริพันธตอไปน้ี 

1. ∫ +
π2

0 xcos2
dx    2. ∫ −

π2

0 xsin3
dx  

3. ∫ +
∞

∞− 22 )4x(
dx   4. ∫ +

∞

∞− 2x1
dx  

5. ∫ +
∞

∞− 22 )x1(
xdx   6. ∫ +

∞

∞− 4x
xdxsinx

2  

7. ∫ +
π2

0
dxxsin3

xcos   8. ∫ +
∞

0
2 dx

1x
xsinx   
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คําตอบ 

1. 
3

2π   2. 
2
π   3. 16

π   4. π 

5. πe-2  7. 0  8. e2
π  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


	บทที่ 2  
	ปริพันธ์ฟังก์ชันเชิงซ้อน
	ตัวอย่าง 1
	วิธีทำ 
	ตัวอย่าง 2
	ข้อสังเกต
	ตัวอย่าง 3
	วิธีทำ
	ตัวอย่าง 4
	แบบฝึกหัด 2.1

	จงหาค่าปริพันธ์จำกัดเขตต่อไปนี้
	              เส้นโค้งเชิงเดี่ยว    เส้นโค้งปิดเชิงเดี่ยว
	ตัวอย่าง 1 
	วิธีทำ
	ตัวอย่าง 2

	แบบฝึกหัด 2.12
	คำตอบ
	วิธีทำ 
	ข้อสังเกต
	วิธีทำ 
	ตัวอย่าง 3 จงหาค่า     และ 
	สมบัติของปริพันธ์ตามคอนทัวร์
	ฉะนั้นจึงได้สมบัติตามข้อ 6
	พิสูจน์
	วิธีทำ   

	นั่นคือ 

	แบบฝึกหัด  2.1.3
	พิจารณาปริพันธ์สองชั้น 
	พิสูจน์  
	ตัวอย่าง 1
	พิสูจน์  

	จากทฤษฎีบทโคชี-เกอร์ซาท จะได้ 
	ดังนั้น 

	แบบฝึกหัด 2.1.4
	จงหาค่าปริพันธ์จำกัดเขตต่อไปนี้

	คำตอบ
	ดังนั้น จากทฤษฎีบทโคชี-เกอร์ซาท จะได้ 
	ทฤษฎีบทแผ่นวงแหวนหลายเชิง

	เพราะฉะนั้น 

	แบบฝึกหัด 2.1.5
	จงหาค่าปริพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ ตามคอนทัวร์ที่กำหนดในทิศทางบวก 
	ทฤษฎีบท 
	พิสูจน์  

	พิจารณาปริพันธ์ที่สองทางขวามือของสมการ (
	พิจารณาปริพันธ์แรกทางขวามือของสมการ (
	ดังนั้น 

	แบบฝึกหัด 2.1.6
	คำตอบ
	ทฤษฎีบท
	ทฤษฎีบท
	ทฤษฎีบทการทดสอบด้วยการเปรียบเทียบ
	ทฤษฎีบทการทดสอบด้วยอัตราส่วน
	ทฤษฎีบทการทดสอบโดยราก 

	แบบฝึกหัด 2.2.1
	บทนิยาม  
	ทฤษฎีบท  
	 ดังนั้น จากสูตรปริพันธ์ของโคชี
	ใช้สูตรปริพันธ์โคชี  จะได้
	ข้อสังเกต

	อนุกรมเมคลอรินพื้นฐานที่ควรรู้จักมีดังนี้
	แบบฝึกหัด 2.2.2
	ทฤษฎีบท
	ข้อสังเกต




	แบบฝึกหัด 2.2.3
	คำตอบ
	บทนิยาม 
	ข้อสังเกต
	ข้อสังเกต
	แบบฝึกหัด 2.3.1
	จงจำแนกชนิดจุดเอกฐานเอกเทศของฟังก์ชันที่กำหนดให้

	คำตอบ
	การหาค่าส่วนตกค้าง
	เนื่องจากอนุกรมลอเรนต์ มีแต่พจน์ที่กำลังเป็นบวก

	เนื่องจาก 

	แบบฝึกหัด 2.3.2
	คำตอบ
	หมายเหตุ

	แบบฝึกหัด 2.3.3
	จงหาค่าปริพันธ์ต่อไปนี้
	คำตอบ


