
บทที ่1   
จํานวนเชิงซอน 

 
1.1 เซตในระนาบเชิงซอน 

การเขียนกราฟจํานวนจริงในระบบพิกัดฉาก เราทําโดยกําหนดแกนโคออรดิเนต 
X และ Y ใหตัดต้ังฉากกันท่ีจุด (0 , 0) เรียกจุดน้ีวา จุดกําเนิด และสําหรับจุดใดๆ ใน
ระนาบ แทนดวยคูอันดับของจํานวนจริง (x , y) ดังเชน จุดในรูป 1.1 
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เน่ืองจากจํานวนเชิงซอน x + yi  เราเขียนแทนดวยคูอันดับ (x , y) โดยท่ี x 

, y เปนจํานวนจริงอยูแลว เราจึงสามารถแทนจุดใดๆ ในระนาบดวยคูอันดับ (x , y) 
ไดเลยทันที เรียกระนาบ xy น้ีวา ระนาบจํานวนเชิงซอนหรือระนาบ z เชน จํานวน
เชิงซอน 3 + 4i เขียนแทนดวยคูอันดับ (3 , 4) จํานวนเชิงซอน –3 + i  เขียนแทน
ดวยคูอันดับ (-3 , 1) เปนตน ในระนาบจํานวนเชิงซอนคูอันดับหน่ึงคูอันดับจะแทนจุด
เพียงจุดเดียว เรียกแกน X วาแกนจริง (real axis) เรียกแกน Y  วา แกนจินตภาพ 
(imaginary axis) ดังรูป 1.2  และระยะทางระหวางจุด  z1 = x1 + iy1 และ 
z2 = x2 + iy2 จะเขียนแทนดวย                 |z1 - z2| = 

  2
21

2
21 )y(y)x(x −+−
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ถาพิจารณาผลบวก z1 + z2 = (x1 + x2 , y1 + y2) ถาเขียนกราฟใน

ระนาบจํานวนเชิงซอน จะไดดังรูป 1.3 
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รูป 1.3 
 
 
 
 

 



รูปแบบเชิงขั้วของจํานวนเชิงซอน  
ถา P เปนจุดในระนาบเชิงซอน ซ่ึงมีโคออรดิเนต (x , y) หรือ x + iy , θ 

เปนมุมท่ีเวกเตอร  ทํากับแกน X จากรูป 1.4  จะได  OP
   x   =   r cos θ  ,  y  =  r sin θ  
โดยท่ี  r =  =  |x + iy| เรียกวา คาสัมบูรณของ z = x + iy 

หรือ modulus เขียนแทนดวย mod z หรือ |z| เรียก θ วา amplitude หรือ 
argument ของ     z = x + iy เขียนแทนดวย arg z  

22 yx +
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     รูป 1.4 
 
 
น่ันคือ  
  z  =  x  +  iy   =   r(cos θ + i sinθ) 
เรียกจํานวนเชิงซอนในรูปแบบเชิงข้ัว (Polar form) เรียก r และ θ วา 

โคออรดิเนตเชิงข้ัว  
เพ่ือความสะดวกและงายในการเขียน บางคร้ังเราเขียน cis θ  แทน  cos θ + isin 
θ 
 
นิยาม สําหรับจํานวนเชิงซอน   z  ≠ 0  ใดๆ จะสมนัยกับคา θ ใน  0  ≤  θ < 2π 
เพียงคาเดียว  
 



ตัวอยาง 1 จงเขียนจํานวนเชิงซอน 2 + 2 i  ในรูปเชิงข้ัว 3

วิธีทํา  mod z = r  =   =  = 4 22 )32(2 + 124 +

    arg z =  θ  =   sin-1
4

32  y 

      =   sin-1
2
3  = 60° = 3

π  

4  MA 217 

    2+2 3 i =    r(cos θ + isin θ) 
      =    4(cos 60°+ isin 60°) 
      =    4 (cos 3

π+ isin 3
π ) 

      =    4cis 3
π  

 
ตัวอยาง 2 จงเขียนจํานวนเชิงซอน  –5 + 5i ในแบบเชิงข้ัว 
วิธีทํา  r    =  |-5 + 5i|   =   =    =  5  22 55 + 25 2

  θ  =  180°- 45°  = 135°  =  4
3π  

ดังน้ัน  -5 + 5i  =   5  (cos 135°+ isin135°) 2

   =   5 2  cis 4
3π  
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ทฤษฎี (ทฤษฎีของ De Moivre)  
 ถา z1  =  x1 + iy1  =  r1(cos θ1 +  isin θ1) และ z2  =  x2 + 
iy2  =  r2(cos θ2 + isin θ2) แลว  
1. z1z2   =   r1r2{ cos (θ1 + θ2) +  isin(θ1 + θ2)} 
2. 

2z
1z    =  

2r
1r  { cos (θ1 - θ2) +  isin(θ1 - θ2)} 

และทํานองเดียวกันจะได 
3. z1z2…zn  =  r1r2…rn { cos (θ1 + θ2 + … + θn )  +  isin(θ1 + 

θ2 + … + θn)} 
4. ถา  z1  =  z2  =  … =  zn  =  z  แลว  

zn  =  {r(cos θ  +  isin θ)}n 
 =  rn(cos nθ +  isin nθ)  ;   n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ  

พิสูจน z1 =  r1(cos θ1 + isin θ1)   ,    z2  =   r2(cos θ2 + isin 
θ2) 
 z1z2  =  {r1(cos θ1 + isin θ1)}{r1(cos θ2 + isin θ2)} 
  =  r1r2{(cos θ1cos θ2 – sin θ1sin θ2) + i(sin θ1cos θ2 

+ cos θ1sin θ2)} 
  =   r1r2{cos(θ1 + θ2) + isin(θ1 + θ2)} 

2

1
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คารากของจํานวนเชิงซอน  
 จํานวน w จะเรียกวา รากท่ี n ของจํานวนเชิงซอน z ถา wn = z และเรา

เขียน    w =  โดยทฤษฎีของเดอรโมวี เราจะไดวาถา n เปนจํานวนเต็มบวกแลว  n
1

z

 n
1

z    =   n
1

)}sini(cosr{ θθ +  

  =   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
2kisinn

2kr n
1 ππ θθ     k  =   0 , 1 , 2 , 

…, n-1 
 
แสดงวาจะมีคารากท่ี n ของ  z  ท้ังหมด n คาตางๆ กันหรืออาจใชสูตรในรูป 

zn   =   rn(cos n θ + isin nθ) 
เชน   ถาตองการหารากท่ี n ของ 1 เราทําโดยแกสมการ  wn = 1 
ให    w =  r(cos θ + isin θ)       
 wn   = rn(cos n θ +  isin nθ)  =  1  =  cos 0 +  isin 0 
 rn  = 1  และ nθ  =  0 + 2kπ    ;    k  =  0  ,  ±1  ,  ±2 ,… 

6  MA 217 

 r  = 1  และ θ  =  n
k2 π

ดังน้ันจะมีคําตอบตางๆ กัน คือ   
 wk  = cos n

k2 π  +  isin n
k2 π     ;    k  =  0 , 1 , 2 ,…, n-1 

รากท่ี n ของ 1 มี n ราก เขียนไดในรูป  
 จาก zn  =  cos  +  isin  n

2π
n

2π

 โดยทฤษฎีของเดอรโมวี รากท่ี n  ของ 1 คือ 1 , w , w2, …, wn-1 ซ่ึงถา
เขียนรูปจะไดวารากท้ัง n ราก จะอยูบนวงกลมจุดศูนยกลางอยูท่ีจุดกําเนิดรัศมีหน่ึง

หนวย แตละรากหางกันเปนมุมท่ีจุดศูนยกลางเทากับ  ดังรูป (วงกลมมีสมการ |z| 
= 1) 

n
2π

y 

 
 

2
z  
n

2
zn x 

 



 
ตัวอยาง 3 จงหารากท่ี 5 ของ  -32 

วิธีทํา  -32  =  32 {cos (π + 2kπ) + isin (π + 2kπ)}    ;   k = 0 ,  
±1 ,  ±2 , … 

ให  z   =   r(cos θ  + isin θ)  
โดยทฤษฎีเดอรโมวี  

 z5  =   r5(cos 5θ  + isin 5θ) 
  =   32{cos (π + 2kπ) + isin (π + 2kπ)} 
ดังน้ัน 
 r5  =   32  ,  5θ  =   π + 2kπ 
∴ r =   2    ,   θ   =  5

k2 π+π  
ดังน้ัน 

 z =   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π+π+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π+π
5

k2sini5
k2cos2  

ถา   k  = 0  ,  z  =  z1   =  2(cos  +  isin ) 5
π

5
π 

ถา   k  = 1  ,  z  =  z2  =  2 (cos  + isin ) 5
3π

5
3π 
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 ถา   k  =  2  ,  z  =  z3  =  2 (cos  + isin )  =  -2 5
5π

5
5π

ถา   k  =  3 ,  z  =  z4  =  2 (cos  + isin ) 5
7π

5
7π 

ถา   k  =  4  ,  z  =  z5  =  2 (cos  + isin ) 5
9π

5
9π 

ถา   k  = 5 , 6 ,… และ –1 , -2 ,…  คาท่ีไดจะซํ้ากับ 5 รากท่ีไดขางตน  
 
สูตรของออยเลอร (Euler’s Formula) 



เน่ืองจาก ex   =   1 + x +  +  + … +  !2
x2

!3
x3

ถา   x   =  iθ  จะไดวา 
   eiθ  =  cos θ +  isin θ   ;   e  =  2.71828… 
เรียกสูตรน้ีวา  สูตรของออยเลอร 
โดยท่ัวไป 
  ez   =   ex+iy  =  exeiy  =  ex(cos y + isin y) 
ถา   y   =  0  แลว  ez  =  ex 
 
ตัวอยาง 

จงพิสูจนวา  eiθ  =  ei (θ+2kπ)   ;    k  =  0 , ±1 ,  ±2 ,…  
วิธีทํา  
 e i (θ+2kπ)  =   cos (θ + 2kπ) + isin (θ + 2kπ) 
   =   cos θ  + isin θ 
   =   eiθ 
 
ตัวอยาง 4 จงหารากท่ี  5  ของ 1 
วิธีทํา  z5  =  1  =  cos 2kπ +  isin 2kπ   =  e2kπi  

โดยท่ี   k  =  0  ,  ±1  ,  ± 2 , … โดยท่ี  
  z   =   cos 5

k2 π+ isin 5
k2 π  

   =  5
ik2

e
π

 
ถา  k  = 0 
  z  =  e0  =  1 
 k = 1 

  z  =  5
i2

e
π

 
 k = 2 
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  z  =  5
i4

e
π

 
 k = 3 

  z = 5
i6

e
π

 
 k = 4 

  z = 5
i8

e
π

 
 
1.2 ลิมิตและความตอเนื่อง 
 

1.2.1 ตัวแปรและฟงกชัน 
สัญลักษณ z ซ่ึงใชเขียนแทนจํานวนเชิงซอนจะเรียกวา ตัวแปรเชิงซอน 
ถาแตละคาของตัวแปรเชิงซอน z สมนัยกับคาของตัวแปรเชิงซอน w หน่ึงหรือ

มากกวา เรากลาววา w เปนฟงกชันของ z และเขียน w = f(z) หรือ w = G(z) 
เรียก  z วา  ตัวแปรอิสระ ,  w  ตัวแปรตาม 

คาของฟงกชัน ณ ท่ี  z = a  จะเขียน f(a) ดังน้ัน ถา f(z)  =  z2 แลว f(3i)  =  
(3i)2  =  -9 

ถาคาของ w เพียงคาเดียวเทาน้ันท่ีสมนัยกับแตละคาของ z เรากลาววา w = 
f(z) เปน single valued function (ฟงกชันคาเดียว) 

ถาคาของ w มากกวาหน่ึงคาท่ีสมนัยกับแตละคาของ z เรากลาววา w = f(z) 
เปน multiple-valued function (ฟงกชันในหลายคา) 

 
ตัวอยาง 1 ถา w = z2  จะพบวา z หน่ึงคาจะใหคา w เพียงหน่ึงคา ดังน้ัน w = 
f(z) = z2 เปนฟงกชันคาเดียว 
 
ตัวอยาง 2 ถา w =  จะพบวาคา z  หน่ึงคา จะไดคา w 2 คา ดังน้ัน                2

1
z

w = f(z) = 2
1

z เปนฟงกชันหลายคา 
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ตัวอยาง  3 จงหาคาของฟงกชัน f(z) = (4 - z) ท่ี z  = 1 + i 
วิธีทํา  f(z)   =  4 - z 
  f(1 + i) = 4 - (1 + i) 
   = 3 - i 
 
ตัวอยาง 4 จงหาคาของ f(z)  =  z2 + 2  ท่ี  z  = -2 + i 
วิธีทํา  f(z)  =   z2 + 2 
  f(-2+i)  =   (-2 + i)2 + 2 
   =  (4 – 4i + i2) + 2 
   =   5 - 4i 
 
ถาพิจารณา  w  =   u + iv เปนคาของฟงกชัน  f  ท่ี  z  =  x + iy 
  w   =   f(z) 
  u + iv   =   f(x + iy) 
จะพบวาแตละจํานวนจริง  u , v จะข้ึนอยูกับคาจริง  x , y  
เชน   f(z)   =   z2+1 
  f(z)  =  (x + iy)2 + 1 
  u+iv  =   x2 - y2 + 2xyi + 1 
   =   (x2 - y2 + 1) + 2xyi 
  u =   (x2 - y2 + 1) 
  v =   2xy 
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นิยาม  ให f(z)  =  u(x , y) + iv(x , y) เปนฟงกชันของตัวแปรเชิงซอน ถา 
v(x , y)  = 0 แลว f(z) จะเปนจํานวนจริงเสมอเรียก f(z) วา ฟงกชันคาจริงของ
ตัวแปรเชิงซอน 
เชน    f(z)  =   |z|2 
  |z|2 =   x2 + y2  เปนคาจริงเสมอ 
  f(z)  เปนฟงกชันคาจริงของตัวแปรเชิงซอน 

y v 
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     รูป 1.2.1 
 
ตัวอยาง 5 ถา  w  =  z2  แลว  u + iv  = (x + iy)2  =  x2 - y2 - 2ixy 
ดังน้ัน             
u = x2- y2 , v = 2xy  ภาพ (image) ของจุด (1 , 2) ในระนาบ z คือจุด (-3 
, 4) ในระนาบ w  
 
             

 

P′P Q Q′ 

x u

y 

x

v 

u• 

• 

• 

• • • • • • 
• 

• 
• 
• 

(-3,4)

(1,2) 

ระนาบ z ระนาบ w 



ฟงกชันผกผัน (Inverse Function) 
 ถา w  = f(z) แลว เราสามารถจะพิจารณาวา z เปนฟงกชันของ w ดวย 
เขียนแทนดวย z = g(w) = f-1(w)  ฟงกชัน f-1 เรียกวา ฟงกชันผกผัน ดังน้ัน w 
= f(z) และ     w = f-1(z) เปนฟงกชันผกผันของกันและกัน  
 
การแปลง (Transformations) 
 ถา w = u + iv  เปนฟงกชันคาเดียวของ z = x + iy โดยท่ี u , v , x , 
y เปนจํานวนจริง เราสามารถเขียน 
 u + iv   =   f(x + iy)      (1.2.1)
  

u = u(x , y) 
(1.2.2) v = v(x , y) 

 
 ถาเขียนกราฟแสดงความสัมพันธของสมการ (1.2.1) จะมีตัวแปร 4 ตัว คือ x 
, y , u , v ถาเขียนกราฟจะตองเขียนกราฟใน 4 มิติ ซ่ึงไมอาจเขียนใหเห็นไดจึงใชวิธี
กําหนดจุด P(x , y) ในระนาบ z แลวเขียนจุด (u,v) ในอีกระนาบคือ ระนาบ w 
เพ่ือลงจุด P′ ท่ีสมนัยกับจุด P ในระนาบ z ดังน้ันการเขียนแสดงฟงกชันโดยกราฟน้ี 
เปนการแปลงหรือสงจุด P ในระนาบ z ไปยังจุด P′ ในระนาบ w  หรือเปนการแปลง
หรือสงสมาชิกในเซตของจุด P ในระนาบ z ไปยังสมาชิกในเซตของจุด P′ ในระนาบ w 
เราเรียก (1.2.2)  วา การแปลง (Transformation) หรือการสง (Mapping) 
เรากลาววา จุด P ถูกสง (mapped) หรือถูกแปลง (Transformed) ไปยังจุด P′ 
เรียก P′ วา ภาพ (image) ของ P 
 

1.2.2 ลิมิต (Limits) 
นิยาม ให f(z) เปนฟงกชันคาเดียวและกําหนดคาไดในยานรอบ z0  
ยกเวนท่ี neighborhood of z = z0 
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 z = z0 เราจะกลาววาจํานวน ℓ เปนลิมิตของฟงกชัน f(z) ขณะท่ี z เขาใกล 
z0 เขียนแทนดวยสัญลักษณ  =  ℓ   ถาสําหรับจํานวนเต็มบวก ε (ไมวาจะ

สักเทาใดก็ตาม) เราสามารถหาจํานวนเต็มบวก δ ซ่ึง |f(z) - ℓ| < ε  เม่ือไรก็ตาม            
0 < |z - z0| < δ 

)z(flim
0zz→

 จากนิยามเราอาจจะกลาวไดวา f(z) มีคาเขาใกล ℓ ขณะท่ี z มีคาเขาใกล z0 
และเขียน f(z) → ℓ ขณะท่ี z → z0 น่ันเอง 
 
ตัวอยาง 6 

ให  f(z)   =    
⎩
⎨
⎧

=
≠

iz   ;    0   

iz   ;  z   2

 

จะเห็นวาเม่ือ z  เขาใกล i , f(z) ก็จะเขาใกล   i2 =  -1   ดังน้ันเราไดวา  
   )z(flim

iz→
  =  -1 

 
ตัวอยาง 7 

กําหนดให   f(z)  =  z2  จงพิสูจนวา   2
0

0zz
z)z(flim =

→
 

วิธีทํา เราจะตองแสดงวาเม่ือให ε > 0 ใดๆ เราสามารถหาคา δ  ซ่ึง  < ε  

เม่ือไรก็ตามท่ี 0 < |z - z0| < δ   

2
0

2 zz −

ถา  δ  ≤ 1 แลว 0 <|z - z0| <δ  จะไดวา  
 2

0
2 zz −  =  |z - z0||z + z0| < δ  |z - z0 + 2z0| 

            < δ  {|z - z0| + |2z0|} 
            < δ  (1 + 2|z0|) 
เลือก δ  = 1 หรือ  ซ่ึงมีคานอยกวาเสมอ ดังน้ันไดวาเรามี  < ε 

)z21( 0+
ε 2

0
2 zz −
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ทฤษฎี 1.2.1  (Uniqueness of limit) 

ถา  หาคาได (exist) แลว คาท่ีไดตองมีคาเดียว (unique)  )z(f
zz

lim
0→

พิสูจน เราจะตองแสดงวา ถา  =  ℓ1 และ  =  ℓ2 แลว ℓ1 = 

ℓ2  

)z(f
zz

lim
0→

)z(f
zz

lim
0→

จากสมมติฐาน กําหนด ε > 0 เราสามารถหาคา δ  > 0 ซ่ึง 
|f(z) - ℓ1|  < 2

ε     เม่ือ  0  < |z-z0|  < δ 

|f(z) - ℓ2|  < 2
ε     เม่ือ  0  < |z - z0| < δ 

ดังน้ัน 
|ℓ1 - ℓ2|   =  |ℓ1 - f(z) + f(z) - ℓ2| 

   ≤ |ℓ1 - f(z)|+|f(z) - ℓ2| 
   < 22

ε+ε  =  ε 

น่ันคือ |ℓ1 - ℓ2| นอยกวาจํานวนบวก ε ใดๆ (ไมวาจะเล็กเทาใดก็ตาม) และจะตอง
เปนศูนย ดังน้ัน ℓ1 = ℓ2 

อยางไรก็ตามการพิจารณาคาของลิมิตโดยใชนิยามคอนขางยุงยาก เพ่ือความ
สะดวกและลดความยุงยากลง เราจะหาคาของลิมิตโดยอาศัยทฤษฎีดังตอไปนี ้
 
ทฤษฎี 1.2.2 

ถา  =  A   และ   = B  แลว     )z(flim
0zz→

)z(glim
0zz→
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1. )}z(g   =  )z(f + )z(g  )z(f{lim
0zz

+
→

lim
0zz→

lim
0zz→

=   A + B 
 
 

2. )}z(g  =  )z(flim - )z(g  )z(f{lim
0zz

−
→ 0zz→

lim
0zz→

=  A - B 

3. )}z(g)z(  =   f{lim
0zz→ ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

→
)z(flim

0zz ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

→
)z(glim

0zz

=    AB 

4. )z(g
)z(flim

0zz→
  =  )z(glim

)z(flim

0zz

0zz

→

→   =  B
A     ;    B ≠ 0 

 
ทฤษฎี 1.2.3 
1. zlim     =    z0 

0zz→

2. nzlim   =   n
0z     ;    n  = 1 , 2 , 3 , … 

0zz→

3. clim     =    c     ;    c  =  
0zz→

คาคงตัวเชิงซอน 

 
ตัวอยาง 8  จงหาคาของ  )10z5z(lim 2

i1z
+−

+→

วิธีทํา   )10z5z(lim 2

i1z
+−

+→

=  )10(lim)z5(limzlim
i1zi1z

2

i1z +→+→+→
+−−  
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=   )10(limzlim)5(limzlimzlim
i1zi1zi1zi1zi1z +→+→+→+→+→

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

= (1 + i)(1 + i) - 5(1 + i) + 10 
= 5 – 3i 
 

ตัวอยาง 9   จงหาคาของ  
4z2z

)1z)(3z2(lim 2
i2z +−

−+
−→

วิธีทํา     =   
4z2z

)1z)(3z2(lim 2
i2z +−

−+
−→ )4z2z(lim

)1z(lim)3z2(lim

2

i2z

i2zi2z

+−

−+

−→

−→−→

     =  i4
)1i2)(i43( −−−  

     =  - i4
11

2
1 +  

 
ตัวอยาง 10 

16  MA 217 

 จงแสดงวา   หาคาไมได (ไมมีลิมิต) z
zlim

0z→

วิธีทํา ให  z → 0  ตามแกน X  ดังน้ัน y  =  0 
และ   z   =   x + iy  =  x 
 z   =  x - iy = x 
ดังน้ัน  
 x

xlim
0x→

   =  1       ← 

ให    z → 0   ตามแกน   Y  ดังน้ัน  x  =  0 
และ  z   =   x + iy  =  iy 
 z   =  x - iy   =  -iy 
ดังน้ัน 
   iy

iylim
0y

−
→

 =  -1 

 

 



ดังน้ัน    หาคาไมได (ไมมีลิมิต) z
zlim

0z→

 
 
คาอนันต 
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 โดยการแปลง  w =   จุด z = 0 จะถูกสงจากระนาบ  z ไปยังจุด w = ∞ 
ในระนาบ w เรียก w = ∞ วาจุดท่ีอนันต ทํานองเดียวกัน เราเขียน z  = ∞ แทนจุด
ท่ีอนันตในระนาบ z  

z
1

 เราจะกลาววา  =  ℓ  หรือ f(z) มีคาเขาใกล ℓ  ขณะท่ี z  เขาใกล        

คาอนันต ถาสําหรับแตละ ε > 0 เราสามารถหา M > 0 ซ่ึง |f(z) - ℓ| < ε เม่ือไรก็
ตาม         |z| > M  

)z(flim
z ∞→

 เราจะกลาววา  =  ∞ หรือ f(z)  มีคาเขาใกลอนันต ขณะท่ี z เขา

ใกล z0 ถาสําหรับแต N > 0 ใดๆ เราสามารถหา δ  > 0  ซ่ึง |f(z)| >  N เม่ือไรก็
ตาม         0 < |z - z0| < δ 

)z(flim
0zz→

 
1.2.3ความตอเนื่อง (Continuity) 
นิยาม ให f(z) เปนฟงกชันคาเดียวและหาคาไดในยานของ z = z0 
(neighborhood of z0) จะกลาววาฟงกชัน f(z) ตอเน่ืองท่ี  z  =  z0 ก็ตอเม่ือ
สอดคลองคุณสมบัติตอไปนี ้
 1.  =  ℓ   )z(flim

0zz→
หาคาได (exist) 

2. f(z0)  หาคาได 
3. f(z0)  =   ℓ 

ดังน้ันจากนิยาม ถา f(z) เปนฟงกชันตอเน่ืองท่ี z0 เราจะไดวา =  )z(flim
0zz→



⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→ 0zz
limf

 
 
 
 
 
ตัวอยาง 11  กําหนดให 

   f(z)    =     
⎩
⎨
⎧ ≠

= i  z   ;     0   

iz   ;  z   2

จงพิจารณาวา f(z) ตอเน่ืองท่ี i  หรือไม 
วิธีทํา เพราะวา 
   )z(flim

iz→
 =      =  -1 2

iz
ilim

→

   f(z = i)    =     0 
ดังน้ัน      ≠  f(z = i) )z(flim

iz→

ไมตอเน่ืองท่ี i f(z) 
 
ตัวอยาง 12 กําหนดให  f(z)  =  z2 สําหรับทุกๆ คา z จงพิจารณาวา f(z) 
ตอเน่ืองท่ี i     หรือไม 
วิธีทํา  f(z = i)  =  i2  = -1 

)z(flim
iz→

  =    =  i2 = -1 2

iz
zlim

→

  )z(flim
iz→

  =   f(z = i) 

ดังน้ัน f(z) ตอเน่ืองท่ี i 
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ตัวอยาง 13 จงพิจารณา  f(z)  =    ตอเน่ืองท่ี z = i   
หรือไม 

iz
5z2z8z2z3 224

−
+−+−

วิธีทํา   ℓ f(i)  หาคาไมได (เน่ืองจากสวนเปนศูนย) 
ดังน้ัน f(z) ไมตอเน่ืองท่ี  z = i  

 
 
ทฤษฎี 1.2.4 

ให  f(z)  และ g(z)  ตอเน่ืองท่ี  z0 แลว  
1. f(z) + g(z)  ตอเน่ืองท่ี z0 

ตอเน่ืองท่ี z0 2. f(z) - g(z)  
ตอเน่ืองท่ี z0 3. f(z)g(z)  

4. )z(g
)z(f    ตอเน่ืองท่ี z0  เม่ือ g(z) ≠ 0 

 
1.3 อนุพันธและฟงกชันวิเคราะห 
นิยาม  ถา f(z) เปนฟงกชันคาเดียวในบริเวณ ℜ ของระนาบ z แลว อนุพันธของ 
f(z) ท่ี z0 กําหนดโดย 

 f′(z0)  =  
z

)z(f)zz(f
lim 00

0z Δ
−Δ+

→Δ
    (1) 

ถาลิมิตหาคาไดและไมเทากับคาอนันต 
ถา f′(z0) หาคาได เรากลาววาฟงกชัน  f  มีอนุพันธท่ี  z  =  z0  
เพราะวา f  นิยามบนยานของ  z0  ดังน้ัน ถา |Δ z| มีคาเล็กพอ  f(z0 + Δ z) หา
คาไดเสมอ 
นิยาม   ถาอนุพันธ f′(z)  หาคาไดท่ีทุกๆ จุด z ในบริเวณ ℜ แลวจะเรียกฟงกชัน 
f(z) วา ฟงกชันวิเคราะหใน ℜ (analytic function) 

ถาให z0 = z และ Δz = dz เปนคาท่ีเปลี่ยนไปของ z แลว Δw = f(z + Δ  
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dz
dw

 f′(z)  =  
z

)z(f)zz(flim
0z Δ

−Δ+
→Δ

  

 dz
dw  =  

z
wlim

0z Δ
Δ

→Δ
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 ดังน้ันเราจึงเขียนอนุพันธของฟงกชัน f ท่ี z  ใดๆ ไดในรูป f′(z) หรือ  

หรือ  
dz
df

dz
dw

ดังน้ัน   =  f′(z) dz
dw

 dw  =  f′(z) dz 
เรียก   dw  วา   ดิฟเฟอเรนเชียลของ w ซ่ึงคือ คาท่ีเปลี่ยนไปของ w  
เรียก   dz   วา   ดิฟเฟอเรนเชียลของ z เปนคาท่ีเปลี่ยนไปของ z  
 
กฎการหาอนุพันธ 
ทฤษฎี 1.3.1 ถา f(z)  ,  g(z)  และ h(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหของ z แลว  
1. )}z(g)z(f{dz

d +   =  )z(gdz
dg)z(fdz

d +  =  f′(z) + g′(z) 

2. )}z(g)z(f{dz
d −   =  )z(gdz

dg)z(fdz
d −  =  f′(z) - g′(z) 

3. )}z(cf{dz
d   =  )z(fdz

dc  =  cf′(z)   ;   c  =  คาคงที่ 

4. )}z(g)z(f{dz
d   =  )z(fdz

d)z(g)z(gdz
d)z(f +  =  f(z)g′(z) + 

g(z)f′(z) 

5. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

)z(g
)z(f

dz
d   =  2))z(g(

)z(gdz
d)z(f)z(fdz

d)z(g −
 

=  2))z(g(
)z(g)z(f)z(f)z(g ′−′  

ถา  w  =  f(t) และ t  =  g(z) แลว  6. 

 



dz
dw   =  dz

dt
dt
dw

•    =   f′(t) dz
dt  

 ทํานองเดียวกัน ถา  w  =  f(t)  และ  t  =  g(r)  และ  r  =  h(z)  แลว  

dz
dw    =   dz

dr
dr
dt

dt
dw

••    

ถา  w  =  f(z)  แลว z  =  f-1(w) 7. 

dz
dw   =   

dw
dz

1  

8. ถา  z  =  f(t)  และ w  =  g(t) แลว  

dz
dw   =   

dt
dz

dt
dw

  =  
)t(f
)t(g

′
′  

9. dz
dc   =  0  เม่ือ c เปนคาคงตัวเชิงซอน 

10. dz
dz   =  1 

11. dz
dzn

 =  nzn-1  เม่ือ n เปนจํานวนเต็มใดๆ  
 
ตัวอยาง 1 
กําหนดให   w   =  f(z)  =    จงหา    z1

z1
−
+

dz
dw

วิธีทํา 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

z1
z1

dz
d   =  2)z1(

)z1(dz
d)z1()z1(dz

d)z1(

−

−+−+−
 

    =  2)z1(
)1)(z1()1)(z1(

−
−+−−  

    =  2)z1(
2
−

 

 
ตัวอยาง 2 

กําหนดให  f(z) =  3z-3   จงหา f′(z)  
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วิธีทํา 
 f(z)   =  3z-3 

 f′(z)  =  dz
dz3

3−
 

  =  3(-3)z-4 
  =  -9z-4 
ตัวอยาง 3 

กําหนดให   w   =   f(z)   =   z3 – 2z   จงหา  f′(-1)  
วิธีทํา 
 f(z)   =  z3 - 2z 
 f′(z) =  3z2 - 2 
 f′(-1) =  3(-1)2 - 2 
  =  1 
ตัวอยาง 4 

กําหนดให  f(z)  =  (4z2 - 2i)5  จงหา f′(z)  
วิธีทํา 
 f(z) =  (4z2 - 2i)5 
 f′(z) =   5(4z2 - 2i)4

dz
d (4z2 - 2i) 

  =  5(4z2 - 2i)4 (8z) 
  =  40z(4z2 - 2i)4 

 
อนุพันธอันดับสูง 
 ถา w = f(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณใดบริเวณหน่ึง และอนุพันธ
กําหนดโดย f′(z) , w′ หรือ  ถา f′(z)  เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณน้ันดวย 

แลวอนุพันธของ f′(z)  จะเขียนแทนดวย f″(z) , w″ หรือ   =     

dz
dw

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dz
dw

dz
d

2

2

dz
wd
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 ทํานองเดียวกัน ถาอนุพันธอันดับท่ี n ของ f(z) มี (exist) เราจะเขียนแทน

ดวยสัญลักษณ f(n) (z) , w(n)  หรือ    การคํานวณอนุพันธอันดับสูงเหลาน้ีทํา

โดยการหาอนุพันธอันดับท่ีหน่ึงซํ้าๆ จนไดจํานวนท่ี n ตามตองการ 
n

n

dz
wd

ตัวอยาง  จงหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน   w  =    z1
z1

−
+

วิธีทํา    w   =    z1
z1

−
+

 dz
dw    =   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

z1
z1

dz
d  

  =   2)z1(

)z1(dz
d)z1()z1(dz

d)z1(

−

−+−+−
 

  =   2)z1(
)1)(z1()1)(z1(

−
−+−−  

  =   2)z1(
2
−

  =  2(1 - z)-2 

 2

2

dz
wd  =   2 dz

d (1 - z)-2 

  =  - 4(1 - z)-3
dz
d (1 - z) 

  =   )1(
)z1(

4
3 −

−
−  

  =   3)z1(
4
−

 

 
ทฤษฎี 1.3.2 
 ถา f(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณ ℜ  แลว f′(z) , f″(z) ,… เปน
ฟงกชันวิเคราะหในบริเวณ ℜ ดวย (น่ันคือ อนุพันธอันดับสูงท้ังหมด หาคาได (exist) 
ใน ℜ 
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กฏของโลปตาล (L’ Hospital ’ s rule) 
 ให f(z) และ g(z) เปนฟงกชันวิเคราะหในบริเวณซ่ึงมีจุด z0 อยู และสมมติวา 
f(z0) = g(z0) = 0  แต  g′(z0) ≠ 0  แลว กฎของโลปตาล กลาววา 

 )z(g
)z(flim

0zz→
 =  

)z(g
)z(f

0

0
′
′

 

 ในกรณีท่ี  f′(z0) = g′(z0) = 0  กฎอาจจะขยาย บางคร้ังเราเรียกดานซาย
ของ   สมการในกฎโลปตาลวา “ รูปแบบยังไมกําหนด (indeterminate form) ”  
ซ่ึงอาจมีรูปเปน  , , 0.∞ , ∞0 , 00 , 1∞  และ  ∞ - ∞  0

0
∞
∞

 
จุดเอกฐาน (Singular Points) 
 ซ่ึง f(z) ไมเปนฟงกชันวิเคราะห เราจะเรียกวา จุดเอกฐาน (singular 
point) ของ   f(z) ซ่ึงมีหลายรูปแบบดังน้ี 
1.  จุดเอกฐานท่ีเปนเอกเทศ (Isolated Singularities)  
 จุด z = z0  จะเรียกวา จุดเอกฐานท่ีเปนเอกเทศ (isolated singular) 
ของ f(z) ถาเราสามารถหา δ > 0  ซ่ึง |z - z0| = δ ปดลอมเปนวงโดยรอบท่ีไมมีจุด
เอกฐาน singular อื่นนอกจาก z0 (น่ันคือ ถาไมสามารถหา δ แบบน้ีไดจะเรียกจุด 
z0 วา ภาวะเอกฐานท่ีไมเปนเอกเทศ (non-isolated singularity)  
 ถา z0 ไมใชจุดเอกฐาน (singular)  และเราสามารถหา δ > 0 ซ่ึง |z - z0| 
= δ ปดลอมเปนวงโดยรอบท่ีไมมีจุด singular แลว เราเรียก z0 วาจุดสามัญ 
ordinary ของ f(z) 

ข้ัว (Poles) 2. 
ถาเราสามารถหาจํานวนเต็มบวก n ซ่ึง   =  A ≠ 0 แลว )z(fn)zz(lim 0

0zz
−

→
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ตัวอยาง 1   f(z)   =     มีข้ัวของอันดับ 3  ท่ี  z  = 2 3)2z(

1
−

ตัวอยาง 2 f(z)  =    มีข้ัวของอันดับ 2 ท่ี z = 1 และมี

ข้ัวเชิงเดียวท่ี z = -1  และ z = 4 
)4z)(1z()1z(

2z3
2 −+−

−

 ถา g(z)  =  (z - z0)nf(z)  โดยท่ี  f(z0)  ≠ 0  และ n เปนจํานวนเต็ม
บวกแลว จะเรียก     z = z0 วา  “ zero อันดับ n ”  ของ g(z) ถา n = 1  เรียก 
z0  วา zero เชิงเดียว ในกรณีน้ีเรียก z0 วา ข้ัวของอันดับ n ของฟงกชัน   )z(g

1

 
1.4 ฟงกชันมูลฐาน 

1.4.1 ฟงกชัน ez ,  sin z  ,  cos z  
นิยาม สําหรับ  z   =  x + iy  ในเซตจํานวนเชิงซอน 

    ez  =  ex (cos y +  isin y)    ← 
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 และไดวา      sin z  =        ↑ i2
ee iziz −−

และ         cos z  =        → 2
ee iziz −+ 

 
เน่ืองจาก  sin z  เปนฟงกชันคี ่และ  cos z  เปนฟงกชันคู  
     sin (-z)  =  - sin z 
     cos (-z)  =   cos z 
จาก ←    ถา    z  =  x + 0i   จะได  
  ez =  ex (cos 0 + isin 0)   =   ex 
    ถา  z  =  0 + yi   จะได 
  ez  =  cos y + isin y 



หรือ  eiz =  cos z + isin z 
 
เรียกสูตรของออยเลอร 

 
 
 
 
ทฤษฎี 1.4.1  สําหรับทุกๆ จํานวนเชิงซอน z1 ,  z2  
    2z1ze +   =     •  1ze 2ze
 
 
บทแทรก 1) ez ≠ 0  สําหรับทุกๆ จํานวนเชิงซอน z  

2) e-z  =  ze
1  

 
ทฤษฎี 1.4.2 สําหรับจํานวนเชิงซอน z , z1 , z2 ใดๆ  

1) sin2z +  cos2z  =  1 
2) sin (z1 + z2)  =  sin z1 cos z2 +  cos z1  sin z2 
3) cos (z1 + z2)  =  cos z1 cos z2 -  sin z1 sin z2 
 

ทฤษฎี 1.4.3 ถา z เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ แลว จะได 
      =    ez   ;   k  ik2ze π+ เปนจํานวนเต็ม 
 
พิสูจน จากกฎของออยเลอร 
      =   cos 2kπ  +  isin 2kπ  = 1 ik2e π

  =   ez ik2ze π+ ik2e π  
   =   ez

• 1 
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   =   ez 

 
บทแทรก    =    ก็ตอเม่ือ z1 - z2  =  2kπi  สําหรับบาง k ท่ีเปนจํานวน
เต็ม 

1ze 2ze

ขอสังเกตุ จากทฤษฎี 1.4.3  คาบของฟงกชัน ez  คือ จํานวนเชิงซอน 2kπi  
เม่ือ k เปนจํานวนเต็ม เราเรียกจํานวน 2π i วา คาบหลักมูล (fundamental 
period) ของ ez 

 
 
ทฤษฎี 1.4.4  สําหรับจํานวนเชิงซอน z ใดๆ  

1) sin (z + 2kπ)  =  sin z    ;    k เปนจํานวนเต็ม  
2) cos (z + 2kπ)  =  cos z 

 
 
พิสูจน 

 sin (z + 2kπ)  =  i2
ee )k2z(i)k2z(i π+−π+ −  

   =   i2
ee ik2izik2iz π+−π+ −  

   =   i2
ee iziz −−  

   =  sin z  
 cos (z + 2kπ) =  2

ee )k2z(i)k2z(i π+−π+ +  

   =  2
ee ik2izik2iz π−−π+ +  

   =  2
ee iziz −+  

   =  cos z  
ขอสังเกต  ฟงกชัน ez , sin z , cos z เปนฟงกชันชนิดมีคาบ (periodic 
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ทฤษฎี 1.4.5   ฟงกชัน ez , sin z , cos z เปนฟงกชันวิเคราะห (analytic 
function) และไดวา 

  dz
zde   =   ez 

 zsindz
d  =    cos z 

 zcosdz
d  =   -sin z 

เรานิยามฟงกชันเชิงซอนตรีโกณมิติอื่นๆ ดังน้ี 
 tan z   =   zcos

zsin  

 cot z   =   zsin
zcos  

  sec z   =   zcos
1  

 cosec z  =   zsin
1  

 
ฟงกชันตรีโกณมิติขางตนน้ีเปนฟงกชันวิเคราะห ยกเวน ท่ีจุดท่ีฟงกชันไมมีนิยาม และ
อนุพันธเปนดังน้ี 
  ztandz

d    =  sec2 z 

 zcotdz
d    =  -cosec2 z 

 zsecdz
d    =  sec z tan z 

 z eccosdz
d    =  -cosec z cot z 

 
ตัวอยาง 1 จงแสดงวา  =   e3 )i43(e π−

วิธีทํา  =   e3 
•  )i43(e π− i4e π−

    =   e3 (cos (-4π) +  isin (-4π)) 
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     =   e3 (cos 4π -  isin 4π) 
    =   e3(1 - i(0)) 

     =   e3 

 
ตัวอยาง 2 จงหาอนุพันธของ  w  =  cos2(2z + 3i) 
วิธีทํา   =    dz

dw ))i3z2((cosdz
d 2 +

  =   2))i3z2(cos(dz
d +  

   =   2{cos(2z + 3i)} dz
d  {cos (2z + 3i) 

  =   2{cos (2z + 3i)} {-sin (2z + 3i)} dz
d (2z + 

3i) 
   =  2{cos (2z + 3i)}{-sin (2z + 3i)}(2 + 0) 

  =  -4cos (2z + 3i) sin (2z + 3i) 
 

ตัวอยาง 3 จงหา  dz
de z3

วิธีทํา   =  e3z   dz
de z3

)z3(dz
d

   =  3e3z 

 
ตัวอยาง 4 จงหา (tan 3z)2 dz

d

วิธีทํา  (tan 3z)2   =  2 tan 3z (tan 3z) dz
d

dz
d

    =  2 tan 3z sec23z dz
d (3z) 

   =  6 tan 3z sec23z 
 

1.5 ฟงกชันลอการิทึม (Logarithmic functions) 
นิยาม ถา z = ew  แลวเราเขียน w = ln z เรียก w วา ลอการิทึมธรรมชาติ 
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  =  1 
ดังน้ัน 2πi  เปนลอริทึมธรรมชาติของ 1  
จะเห็นวาฟงกชันลอการิทึมธรรมชาติเปนผกผัน(inverse) ของฟงกชันเลขช้ีกําลัง
ธรรมชาติ  
 ถาเขียน  w  =  u + iv       ← 

และ   z   =  reiθ  =  rei (θ+2kπ)  
 หรือ  z   =   r(cos θ + isin θ) แลวจะได 

z  =  ew = eu+iv 
    =  eu • eiv      
    =   eu(cos v  + isin v) 
แต         z    =   r(cos θ +  i sin θ) 
ดังน้ัน    eu  =  r     และ  v  =  θ 
   u  =  ln r  และ  v  =  θ 
∴ จาก  ←   จะได  
 w   =  ln r  +  iθ 
หรือ      w  =  ln |z| +  iarg z  
 
นิยาม  ลอการิทึมของตัวแปร z เขียนแทนดวย log z มีคาดังน้ี 

 log z   =   ln |z| + iarg z 
โดยท่ี  z  เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ ท่ีไมเทากับศูนย 
 ถา   z     =   x + io  แลว  
    log z   =   ln |x| + iarg x 
   =   ln x + 2k πi  
จะเห็นวาแตละจํานวนเชิงซอน z ≠ 0 จะมีลอการิทึมเปนจํานวนอนันต เพราะฟงกชัน   
log z  เปนฟงกชันหลายคา 
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นิยาม  ให z = เปนจํานวนเชิงซอนใดๆ ท่ีไมใชศูนย ลอการิทึมสําคัญ z (Principle 
logarithm of z ) เขียนแทนดวย สัญลักษณ Log z มีคาดังน้ี 

 Log z   =    ln |z| +  iArg z  
โดยท่ี   -π  <  Arg z  ≤  π 
 น่ันคือ พิจารณาเฉพาะคาสําคัญ Arg ท่ีมีคาในชวง (-π , π] และจากนิยาม
ของ log z และ Log z  จะได  
 log z   =   Log z  +  2kπi    ;    k เปนจํานวนเต็ม  
เน่ืองจาก Log z  =  ln |z| + iArgz 
ถา  z  =  x  จะได 

Log z  =   ln |x| + iArg o 
  =   ln x  ซ่ึงเปนฟงกชันคาจริง 
 
ตัวอยาง 5 จงหาคาของ log i 
วิธีทํา ∵  log z    =   ln |z| + iarg z 
  log i  =   ln |i|  + iarg i 
   =   ln 1  + iarg i 

  =   ln 1  +  i( 2
π  + 2kπ) 

  =   iπ (2k +  2
1 ) 

 
ทฤษฎี 1.5.1 
 ให D เปนอาณาบริเวณท่ีไดมาจากระนาบ w โดยการตัดจุดกําเนิดและแกนที่
เปนลบออก แลวฟงกชัน Log z เปนฟงกชันคาเดียว และเปนฟงกชันวิเคราะหในอาณา

บริเวณ D นอกจากน้ัน สําหรับ z ∈ D เราได 
   z Logdz

d    =    z
1  

คุณสมบัติของ log z 
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 ให   z   ;   z1  ,  z2 เปนฟงกชันเชิงซอนใดๆ  
1. log (z1z2)  =  log z1 +  log z2 

2. log ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2

1
z
z  =  log z1 –  log z2 

3. log ez  =  z 
4. elogz  =  z 
5. log (zn)  =  n log z    โดยท่ี n เปนจํานวนตรรกยะ 

แบบฝกหัดที่ 1 
 

1. จงหาคาของ  
1.1 (3 + 2i) + (-7 - i)      ตอบ –4 + i 

ตอบ 15 - 8i 1.2 (8 - 6i) - (-7 + 2i)     
1.3 (5 + 3i) + {(-1 + 2i) + (7 - 5i)}    ตอบ 11 

ตอบ 14 - 8i 1.4 (2 - 3i)(4 + 2i)     
1.5 (2 - i){(-3 + 2i)(5 - 4i)}    ตอบ 8 - 

51i 
1.6 (-1 + 2i){(7 – 5i) + (-3 + 4i)}   ตอบ –2 

+9i 
1.7 i1

i23
+−
−        ตอบ -  i2

1
2
5 −

1.8 i43
i55

−
+ + i34

20
+       ตอบ 3 – i 

 

32  MA 217 

2. กําหนดให   z1  =  2 + i   ;   z2  =  3 – 2i   และ  z3  =  -   i2
3

2
1 +

จงหาคาตอไปนี ้
2.1  |3z1 - 4z2|      ตอบ  154

2.2 8z4z3z 1
2
1

3
1 −+−       ตอบ  -7 + 3i 

2.3 4
3 )z(         ต อ บ  

 



i2
3

2
1 −−

2.4 i3zz2
i5zz2

21

12
−+−
−−+     ตอบ 1 

 
3. จงเขียนกราฟตอไปนี ้

3.1 (3 + 4i) + (5 + 2i) 
3.2 (6 - 2i) - (2 – 5i) 

4. จงเขียนจํานวนเชิงซอนตอไปน้ีในรูปเชิงข้ัว 
4.1 - 6 - 2 i 
4.2 –3i 
จงเขียนกราฟ 5. 
5.1 6(cos 240° + isin 240°) 
5.2 4 5

i3
e
π  

5.3 2 4
i

e
π−  

 
6. จงหาคาของ  

6.1 3

7

)45cis4(
)15cis2(
ο

ο
     ตอบ  -i 3

 

6.2 
10

i31
i31 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−
+      ตอบ -

+ i 2
1

2
3

 
7. จงหาคา 

7.1  
16z4z

8z   
e2z

lim 24

3

3
i ++

+
→ π

   ตอบ   i8
3

8
3 −
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 7.2  
iz
iz  

iz
lim 6

2

+
+

→
     ตอบ  3

1

 
8. จงพิจารณาวาฟงกชันตอไปนี้ตอเน่ืองท่ีใด 

8.1 f(z)  =  
1z
z
2 +

  ทุกคา  z   ยกเวน  z  =  ±i 

8.2 f(z)  =  cosec z  ทุกคา  z   ยกเวน   z  =  0 , ±π ,  ±2π , 
… 

 
จงหาอนุพันธของฟงกชันตอไปนี ้9. 
9.1 f(z)  =  4z2 - 3z 
9.2 f(z)  =  6z-4 
9.3 f(z)  =  (2z2 - 3i)3 

9.4 f(z)  =  2
1
z  

 
10. จงหาอนุพันธ 

10.1 w  =  sin2(2z + 3i) 
10.2 w  =  tan (3z + i) 
10.3 w  =  cos2(z + 5i) 
10.4 w  =  sec (3z + 2i) 
10.5 w  =  e-3z 
10.6 w  =  e(2z+i) 
10.7 w  =  Log (3z + 4i) 
10.8 w  =  Log (2z) 
ถา   w3 - 3z2w  + 4 Log z  =  0   จงหา  dz

dw11. 
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12. จากโจทยขอ 11.  จงหา    2

2

dz
wd
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