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เฉลยคําถามทายบทที่ 11 
แบบจําลองพลวัต 
(Dynamic Model) 

 
1. จงหากาลวิถีของสมการตอไปนี้ 

 ก) Yt+1  = Yt + 1    (Y0 = 10) 
วิธีทํา :  
 จากมาตรฐานทั่วไปของสมการผลตางสืบเนื่อง:  
   Yt+1 + aYt = c 
 กรณี a = -1 จะไดผลเฉลยทัว่ไป คือ   
   Yt = Y0 + ct 
 ในที่นี้ :  Yt+1 - Yt  = 1  
 นั่นคือ   a = -1 และ c = 1 
ดังนั้น :  กาลวิถี คือ  Yt = 10 + t 
 

 ข)  Yt+1  = aYt    (Y0 = b) 
วิธีทํา :  
 จากมาตรฐานทั่วไปของสมการผลตางสืบเนื่อง:  
   Yt+1 + aYt = c 
 ในที่นี ้:   Yt+1 - aYt = 0  
 นั่นคือ   a = -a และ c = 0 
 โดยผลเฉลยทั่วไป คือ  Yt = (-a)tY0 
ดังนั้น :  กาลวิถี คือ Yt = atb 
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 ค) Yt+1 + 3Yt = 4    (Y0 = 4) 
วิธีทํา : จากมาตรฐานทั่วไปของสมการผลตางสืบเนื่อง:  
   Yt+1 + aYt = c 
 จะไดผลเฉลยทั่วไป คือ 
   Yt = (Y0 -

a1
c
+

) (-a)t + 
a1

c
+

 

  ในที่นี้   Yt+1 + 3Yt = 4 
 โดยที ่   a = 3 และ c = 4 
ดังนั้น :  กาลวิถี คือ  Yt = 3(-3)t + 1 
 
 ง) Yt+1 = 0.2Yt + 4    (Y0 = 4) 
วิธีทํา : จากมาตรฐานทั่วไปของสมการผลตางสืบเนื่อง :  
    Yt+1 + aYt = c 
 จะไดผลเฉลยทั่วไป คือ 

Yt = (Y0 -
a1

c
+

) (-a)t + 
a1

c
+

 

  ในที่นี้   Yt+1 - 0.2Yt = 4 
 โดยที ่   a = -0.2 และ c = 4 
ดังนั้น :  กาลวิถี คือ  Yt = -(0.2)t + 5 
 
 จ) 2Yt+1 - Yt = 6    (Y0 = 7) 
วิธีทํา : จากมาตรฐานทั่วไปของสมการผลตางสืบเนื่อง :  
    Yt+1 + aYt = c 
 จะไดผลเฉลยทั่วไป คือ 

Yt = (Y0 -
a1

c
+

) (-a)t + 
a1

c
+

 

  ในที่นี้   2Yt+1 - Yt = 6 
  จะได  Yt+1 - 0.5Yt = 3 
 โดยที ่   a = -0.5 และ c = 3 
ดังนั้น :  กาลวิถี คือ  Yt = 0.5t + 6 
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2. กาลวิถีที่ไดจากขอ 1 จงพิจารณาลักษณะทางเดินสูดุลยภาพวาเปนเชนไร 
 ก) กาลวิถี :  Yt = 10 + t 
 จากกาลวิถีจะพบวาเมื่อ ∞→t  จะทําให Yt มีคาเพิ่มขึ้นโดยตลอด 
  ดังนั้น กาลวิถีมีลักษณะลูออกจากดุลยภาพ 
 ข)  กาลวิถี :  Yt = atb 
 พิจารณาจาก complementary function : Yc 
 ซ่ึง   Yc = Abt  
 โดยพิจารณาคา b เมื่อ ∞→t  ถา 
  b > 0 : กาลวถีิไมกวัดแกวง 
  b < 0 : กาลวถีิกวัดแกวง 
  b  > 1 : กาลวิถีลูออกจากดุลยภาพ 
  b  < 1 : กาลวิถีลูเขาหาดุลยภาพ 
 ในที่นี้   Yt = atb 
 โดยที ่  b = a > 0 : กาลวิถีไมกวดัแกวง 
 และถา  a  > 1: กาลวิถีลูออกจากดุลยภาพ 
 หรือ  a  < 1 : กาลวิถีลูเขาหาดุลยภาพ 
 ค) กาลวิถี :  Yt = 3(-3)t + 1 
 จากกาลวิถีจะพบวา b = -3 < 0 : กาลวิถีกวัดแกวง 
 และพบวา  b  = 3 > 1 : กาลวิถีลูออกจากดลุยภาพ 
  ดังนั้น กาลวิถีมีลักษณะกวัดแกวง และลูออกจากดุลยภาพที่ Yt =1 
 ง) กาลวิถี :  Yt = -(0.2)t + 5 
 จากกาลวิถีจะพบวา b = 0.2 > 0 : กาลวิถีไมกวัดแกวง 
 และพบวา  b  = 0.2 < 1 : กาลวิถีลูเขาหาดลุยภาพ 
  ดังนั้น กาลวิถีมีลักษณะลูเขาหาดุลยภาพ ที่ Yt = 5 
 จ) กาลวิถี :  Yt = 0.5t + 6 
 จากกาลวิถีจะพบวา b = 0.5 > 0 : กาลวิถีไมกวัดแกวง 
 และพบวา  b  = 0.5 < 1 : กาลวิถีลูเขาหาดลุยภาพ 
  ดังนั้น กาลวิถีมีลักษณะลูเขาหาดุลยภาพ ที่ Yt = 6 
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3. จงหา general solution และ definite solution จากสมการ differential ตอไปนี ้
 ก)  

dt
dY  + 4Y = 12    (Y0 = 2) 

 จากรูปทั่วไปของ differential equation : 
dt
dY  + aY = b 

 จะได general solution :  Yt = 
a
b  + Ae-at 

 และได definite solution :  Yt = 
a
b + (Y0 - a

b )e-at 

 ในที่นี้ :  
dt
dY  + 4Y = 12 

 นั่นคือ  a = 4, b = 12 
 ดังนั้น general solution คือ  Yt = 3 + Ae-4t 
 และ definite solution หรือ time path คือ Yt = 3 - e-4t 
  

 ข) 
dt
dY  + 10Y = 15     (Y0 = 0) 

 จากรูปทั่วไปของ differential equation :  
dt
dY  + aY = b 

 จะได general solution คือ    Yt = 
a
b  + Ae-at 

 และได definite solution หรือ time path คือ Yt = 
a
b + (Y0 - a

b )e-at 

 ในที่นี้ :  
dt
dY  + 10Y = 15 

 นั่นคือ  a = 10, b = 15 
 ดังนั้น General solution คือ   Yt = 

2
3  + Ae-10t 

 และ Definite solution หรือ Time path คือ  Yt = 
2
3  − 

2
3 e-10t 
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 ค) 
dt
dY  - 2Y = 0     (Y0 = 9) 

 จากรูปทั่วไปของ differential equation : 
dt
dY  + aY = b 

 จะได general solution:  Yt = 
a
b  + Ae-at 

 และได definite solution:  Yt = 
a
b + (Y0 - a

b )e-at 

 ในที่นี้ :  
dt
dY - 2Y = 0      

 นั่นคือ  a = -2, b = 0 
ดังนั้น general solution คือ   Yt = Ae2t 
และ definite solution หรือ time path คือ  Yt = 9e2t 
 
 
 ง) 2

dt
dY  + 4Y = 12     (Y0 = 1) 

 จากรูปทั่วไปของ differential equation : 
dt
dY  + aY = b 

 จะได general solution :  Yt = 
a
b  + Ae-at 

 และได definite solution :  Yt = 
a
b + (Y0 - a

b )e-at 

 ในที่นี้ :  2
dt
dY  + 4Y = 6  

  หรือ 
dt
dY  + 2Y = 3  

 นั่นคือ  a = 2, b = 3 
ดังนั้น general solution คือ   Yt = 

2
3  + Ae-2t 

และ definite solution หรือ time path คือ  Yt = 
2
3  - 

2
1 e-2t 
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4. จงพิจารณา time path ในขอ 3 มีลักษณะทางเดินสูดุลยภาพอยางไร 
 ก) time path :  Yt = 3 - e-4t 
 จาก Yt = 

a
b + (Y0 - a

b )e-at 

 ถา  Y0 = 
a
b  แสดงวา เกิดดลุยภาพที่ Yt = 

a
b  

 แตถา Y0 ≠ a
b  สามารถพิจารณาความมีเสถยีรภาพของจดุดุลยภาพไดจากคา e-at  

ถา    a > 0 จะไดวา e-at → 0 เมื่อ ∞→t : กาลวิถีของ Yt จะลูเขาหาดุลภาพที่ Yt = 
a
b   

 และเปนดุลภาพที่มีเสถียรภาพ 
และ a < 0 จะไดวา e-at →∞ เมื่อ ∞→t : กาลวิถีของ Yt จะลูออกจากดุลภาพ หมายความวา 
 ไมมีเสถียรภาพที่จุดดุลยภาพ 
ในที่นี้    

dt
dY  + 4Y = 12  ; a = 4 

 และ time path คือ  Yt = 3 - e-4t 
 จะพบวา a = 4 > 0 จะไดวา e-4t → 0 เมื่อ ∞→t  
 แสดงวา กาลวถีิของ Yt จะลูเขาหาดุลภาพที่ Yt = 3 และเปนดุลภาพที่มเีสถียรภาพ 
 
 ข) 

dt
dY  + 10Y = 15    ; a = 10 

 และ time path คือ Yt = 
2
3  − 

2
3 e-10t 

 จะพบวา a = 10 > 0 จะไดวา −
2
3 e-10t → 0 เมื่อ ∞→t  

 แสดงวา กาลวถีิของ Yt จะลูเขาหาดุลภาพที่ Yt = 
2
3  และเปนดุลภาพที่มีเสถียรภาพ 

 
 ค) 

dt
dY  - 2Y = 0    ; a = -2 

 และ time path คือ Yt = 9e2t 
 จะพบวา a = -2 < 0 จะไดวา 9e2t →∞ เมื่อ ∞→t  
 แสดงวา กาลวถีิของ Yt จะลูออกจากดุลภาพ นั่นคือไมมีเสถียรภาพที่จดุดุลยภาพ 
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 ง) 
dt
dY  + 2Y = 3     ; a = 2  

 และ time path คือ Yt = 
2
3  - 

2
1 e-2t 

 จะพบวา a = 2 > 0 จะไดวา - 
2
1 e-2t→ 0 เมื่อ ∞→t  

 แสดงวา กาลวถีิของ Yt จะลูเขาหาดุลภาพที่ Yt = 
2
3  และเปนดุลภาพที่มีเสถียรภาพ 

 
5. จากแบบจําลองทางเศรษฐศาสตรมหภาค 
  Yt = Ct + It  
  Ct = 150 + 0.7Yt-1 
 กําหนดให Y0 = 200 และ I0 = 100  
 จงหา time path ของ Yt และ Ct แลวพิจารณาดวยวาเปนดลุยภาพที่มีเสถยีรภาพหรือไม 

วิธีทํา : จากโจทยจะได           Yt      = 150 + 0.7Yt-1+ 100 
                     = 250 + 0.7Yt-1 
   Yt - 0.7Yt-1 = 250 
 เล่ือนเวลาขึ้นไป 1 หนวยเวลา จะได 
   Yt+1 - 0.7Yt = 250 
 จากรูปทั่วไปของ difference equation: 

   Yt+1 + aYt = c 
 และมี time path: Yt = (Y0 - a

c
+1

) (-a)t + 
a
c
+1

 

 ในที่นี ้:  a = -0.7 และ c = 250 
ดังนัน้ จะได time path ดังนี้  Yt = -633(0.7)t + 833 
 พิจารณาความมีเสถียรภาพของดุลภาพของ time path: 
จาก time path จะพบวา 
 b = 0.7 > 0  แสดงวา กาลวิถีไมกวัดแกวง 
 b  = 0.7 < 1 แสดงวา กาลวิถีลูเขาหาดุลยภาพ 
ดังนัน้ time path ของ Yt มีลักษณะลูเขาหาดุลยภาพที่ Yt = 833 และเปนดุลยภาพที่มีเสถียรภาพ 
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 จากโจทย Ct   =  150 + 0.7Yt-1 

 และ  Yt =  Ct+It 

 ที่ t = 0  Y0 =  C0+I0 

 แทนคา จะได     200 = C0+100 
   C0 =  100 
 จาก  Yt =  Ct+It 

 ทําการเลื่อนไป 1 หนวยเวลา จะได 
   Yt-1 =  Ct-1+It-1    
 แทนคาลง สมการ Ct   =  150 + 0.7Yt-1 

 จะได  Ct   =  150 + 0.7( Ct-1+It-1) 
 ที่ It-1 =100 
   Ct   =  150 + 0.7(Ct-1+100) 
   Ct   =  150 + 0.7Ct-1+ 70 
  Ct – 0.7Ct-1  =  220 

 ทําการเลื่อนไป 1 หนวยเวลา จะได 
  Ct+1 – 0.7Ct =  220 
 โดยที่   a = -0.7 และ c = 220 
ดังนัน้ จะได time path ดังนี้   
   Ct = ( )

7.01
2207.0

7.01
220100

−
+








−
− t  

   Ct= (-633)(0.7)t+733 
จาก time path จะพบวา 
 b = 0.7 > 0  แสดงวา กาลวิถีไมกวัดแกวง 
 b  = 0.7 < 1 แสดงวา กาลวิถีลูเขาหาดุลยภาพ 
ดังนัน้ time path ของ Ct มีลักษณะลูเขาหาดุลยภาพที่ Ct = 733 และเปนดุลยภาพที่มีเสถียรภาพ 
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6. จากแบบจําลองทางเศรษฐศาสตรมหภาค 
  Y  = C + I + G 

  C  = 150 + 0.7(
dt
dY ) 

  I = 50 
  G = 80 

จงหา time path ของ Yt และ Ct แลวพิจารณาดวยวาเปนดลุยภาพที่มีเสถยีรภาพหรือไม 
วิธีทํา: 

 จากโจทยจะได  Yt  = 150 + 0.7(
dt
dY ) + 130 

    = 280 + 0.7(
dt
dY ) 

 จากรูปทั่วไปของ differential equation:  

dt
dY  + aY = b 

 และมี time path: 
Yt = 

a
b + (Y0 - a

b )e-at 

 ในที่นี้ :  0.7(
dt
dY ) - Y = -280 

 จะได :  
dt
dY  - 

7
10  Y = -400 

 โดยที ่:  a = - 
7

10  และ b = -400 

ดังนัน้ จะได time path ดังนี ้
Yt = 280 + (Y0 - 280) e1.43t 

 พิจารณาความมีเสถียรภาพของดุลภาพของ Time path : 

 จาก time path จะพบวา a = - 
7

10  < 0 ทําให (Y0 - 280) e1.43t →∞ เมื่อ ∞→t   

ดังนัน้  time path ของ Yt มีลักษณะลูออก และไมมีเสถียรภาพทีดุ่ลยภาพ 
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จากโจทย  Y  = C + I + G 

 ทําการ  take total derivative จะได  
   

dt
dG

dt
dI

dt
dC

dt
dY

++=  

 เนื่องจาก I และ G ไมเปลี่ยนแปลง ดังนั้น 
dt
dI และ

dt
dG เทากับ 0 (ศูนย)  

จาก  Ct  = 150 + 0.7(
dt
dY ) 

จึงไดวา  Ct  = 150 + 0.7(
dt
dC ) 

 จะได  
dt
dC  - 

7.0
1  Ct = -

7.0
150  

 โดยที ่  a = - 
7.0

1 , b = -
7.0

150  

ดังนัน้ จะได time path ดังนี ้
Ct = 150 + (C0 - 150) e1.43 t 

 จาก time path จะพบวา a = - 
7.0

1
< 0 ทําให (Y0 - 150) e1/0.7 t →∞ เมื่อ ∞→t   

ดังนัน้  time path ของ Ct มีลักษณะลูออก และไมมีเสถียรภาพที่ดลุยภาพ 
 
 


